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Sammanfattning

Inom matematiken anviinder man sig ibland av fakulteter som ar en funktion
over naturliga talen som kan definieras rekursivt enligt

ol n(n—1)! omn >0,
T 1 omn=0.

Vad hénder da om man tar fakulteten av ett rationellt tal, exempelvis %? I-
funktionen (I" &r den grekiska versalen gamma som vi anvénder genomgaende
i denna uppsats) ger oss mojligheten att berdkna fakulteter av inte bara reella
tal utan dven komplexa tal. I denna uppsats vill vi belysa nigra intressanta
egenskaper av I'-funktionen och var den kan ténkas dyka upp. Trots att den
studeras inom spridda grenar av matematiken som kombinatorik och algebra
har vi dock i denna uppsats valt en analytisk framstéllning och begrinsat
oss till de reella talen.

I forsta kapitlet visar vi trevliga egenskaper som kontinuitet och en en-
tydighetssats som gar under namnet Bohr-Mollerups sats. I andra kapitlet
behandlar vi kvoter av I'-funktionen och ser pa hur dessa beter sig asympto-
tiskt, alltsé for valdigt stora argument. I sista kapitlet ser vi hur I'-funktionen
anvinds till att berikna volymer och areor for klot i rummet R™ vilket leder
oss till intressanta filosofiska fragestillningar som vad ytor i hégre dimensio-
ner innebér.

Lasaren forviintas ha kunskaper inom en- och flervariabelanalys samt 14st
en kurs i analysens grunder, men framstillningen dr dven pa den niva att
matematikintresserade studenter ska fa en grundlig inblick i hur I'-funktionen
generaliserar n! och var den kan dyka upp pa for andra stéllen inom analysen
t.ex i berdknandet av volymintegraler.

Avslutningsvis vill vi tacka var handledare Marcus Sundhéll som varit
ett stort stdéd at oss i arbetet av denna uppsats.

Markus Ostberg och Rickard Edman
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Historik

I’-funktionen formulerades for forsta gangen pa 1720-talet av schweiziska
matematikern Leonhard Euler (1707-1783) i korrespondens med Christian
Goldbach (1690-1764). Problemet var att att finna en simpel formel till
1-2-3---nsom giller for andra tal &n heltal. Om vi byter ut multiplikations-
tecknet mot addition far vi istéllet den aritmetiska summan 14+243+...4n
med den vilkdnda formeln S, = w Detta mojliggor insédttning av alla
sorters tal, t.ex ger S1 virdet 3, dven om det inte &r sdrskilt meningsfullt
att addera en halv term. En formel av denna enklare sort for n! finns inte
utan att ta hjilp av analytiska metoder. Detta ledde Euler till att stude-
ra odndliga processer och lyckades 1729, i sin korrespondens med Christian
Goldbach, formulera den oéndliga produkten

[ 2 () 22

Om vi bortser fran intressanta aspekter som konvergens si ser vi att vins-
terledet géller for alla sorters tal forutom negativa heltal, eftersom det leder
till noll i ndmnaren for nagon av faktorerna.

Aret efter formulerade Euler det som idag kallas Eulers andra integral:

1
n!:/o (—logz)"™ dx (1)

Adrien Marie Legendre (1752-1833) skrev senare om (1) till det vi idag kénner
igen som I'-funktionen:

F(x):/ t* et dt
0

déar
I'n+1)=nl

for naturliga tal n.



Kapitel 1

Nagra viktiga egenskaper hos
['-funktionen

I detta kapitel kommer vi att ga in pa trevliga egenskaper som kontinuitet
och konvexitet. Avslutningsvis visar vi entydighetssatsen for I'-funktionen
som kallas Bohr-Mollerups sats. Vi kommer att borja med att visa att I'-
funktionen &r vildefinierad och kontinuerlig fér alla positiva x, i detta kapitels
forsta avsnitt.

1.1 Valdefinierad och kontinuerlig

Vi kommer nu att visa att I'-funktionen &r vildefinierad och kontinuerlig fér
alla positiva x.

Lemma 1.1.1. Fér varje x > 0 gdller det att fooo t*~le=tdt dr konvergent.
Bevis. Vi behover forsikra oss om att [~ ¢*~te~* dt dr konvergent for alla x
i definitionsmangden. Om vi betraktar intervallet x € [1, 00 ser vi att inte-
gralen #r generaliserad i co. For stora t #ir 0 < ¢t le™t < e~ 2 och eftersom
Ie ™2 dt &ir konvergent far vi att Jo© t*te~t dt dr konvergent (se [5] s. 316).
Om vi betraktar intervallet € (0,1) sd ar integralen generaliserad i bada
dndpunkterna. For att understka konvergens delar vi integralen i tva delar:

1 00
= / t*“le7tdt och T9y= / t* et dt
0 1
For ¢t > 0 har vi att

1
0<t* et <t* 1 och lim ==L at
e—=0t J¢

existerar, alltsd dr I'; dr konvergent. Om vi som tidigare viljer tillréckligt
stora t har vi att

z—1_—t -1 : © ot
0<tr e *"<e 2 och Ilim e 2dt
E— 0O 1



existerar, sa foljer det att dven I's 4r konvergent. O
Enligt lemma 1.1.1 kan vi nu definera I'-funktionen.

Definition 1.1.1. Vi definierar
o0
I'(x) —/ t* et dt
0
for x > 0.

Lemma 1.1.2. I'(z) dr kontinuerlig pa intervallet (0, 00)

Bevis. Sitt f(x,t) = t* et dér (x,t) € [0,00) x [0,00) . Lat z1 och x5 vara
fixa och vilj sedan R; och Ro sé att

f(z1,t) < ez om t>R

och .
f(z2,t) <e 2 om > Rs.

Sétt R’ = max (Ry, Ry) som ar det storsta av talen Ry och Ry. Givet € > 0
s kan vi vilja ett R” sddant att

RO _t]%® _R' ¢
e 2dt:[—2e 2} =2e 2 < -
1 R 3

Viljer vi nu R = max(R’, R”) och noterar att f(x,t) dr likformigt konti-
nuerlig pa den kompakta rektangeln [z1, z2] x [0, R] s& finns det ett 6(¢) sa

att
€

3R+1

|f(21,t) = flao,t)] = [t =t e <

om |z1 — x2| < (). Da far vi

/ f(ml,t)dt—/ f(:vg,t)dt‘
0 0
R 00 0o
- / (t‘”ll—t”“"21)etdt+/ tmlletdt—/ t“letdt’

0 R R

R 00 00
< / (twll—tml)etdt‘Jr/ t“flletdt'Jr/ t”letdt'
0 R R
R o) 00
< / ]t””l—l—t”—l\e—tdwr/ e_t/2dt+/ e t2 gt
0 R R
< = R+ 4:f <«
~ 3R+1 3 3 ’

dar vi anvént triangelolikheten for integraler (se |7], s. 129, sats 6.13) och
beviset ar klart. O



1.2 Holders olikhet

Vidare kommer vi att ga igenom négra fler av de egenskaper som karaktérise-
rar [-funktionen. For att bevisa dessa egenskaper behéver vi dock en annan
val omtalad sats, ndmligen Holders olikhet, som ni kan se nedan.

Pmras [ fuora [ s

For att bevisa denna sats behéver vi forst nagra definitioner och lemman till
var hjélp. Foljande definition gar att finna i [5], s. 253.

Definition 1.2.1. En funktion f pa (a,b) kallas strangt konver om det for
alla par av punkter x1 # 22 € Dy och varje 0 sadan att 0 < 6 < 1 géller att

fOxy 4+ (1 —0)z2) < Of(x1) + (1 —0) f(x2).
Om man tilldter likhet kallar man f for en konvex funktion.

Konvexa funktioner har egenskapen att givet tva punkter P;, P» pa funk-
tionskurvan sa ligger samtliga punkter mellan P;, P» under den rita linje
som sammanbinder punkterna Py, P», vilket illustreras av féljande lemma.

Lemma 1.2.1. Ldt I vara ett intervall dir x1, x2, x3 € I och v1 < 9 < 3.
Da gdller att f dr strangt konvexr om och endast om

f(x2) — f(z1) - f(xs) — f(z1)

T2 — I r3 — I

Observera att olikheten dven gdller da f dr konvex, men att vi dd tilldter
likhet.

Bevis. =>: D& f &r stringt konvex géller att

f(Ox1 + (1= 0)x3) < O0f(x1) + (1 —0)f(x3) (1.1)

Vi viljer § = 73=72 och av detta foljer att 1 — 6 = 72="L. Eftersom punkten
3—T1 r3—IT1

2 ligger strikt mellan 1 och x3, samt att vi viljer 0 = 22=2 kan vi skriva
xg som xg = Oxy + (1 — 0)xs, dir € = 1 ger x1 och 0 = 0 ger x3. Vi sitter in
i(1.1) och far

fOx1 + (1 =0)z3) < 0f(w1) + (1 —0)f(x3)
fo) < 22T+ (1- 220 oy
Fl2) = fl) < 2= plas) - 22 pan)
xr3 — T r3 — T
f(x2) — f(21) < f(x3) — f(71)
To — I xr3 — 1
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<=: Vi antar nu att vi har

f(z2) — f(z1) - f(xs) — f(z1)

T2 — I r3 — I

och vill visa att f dr stréingt konvex. Eftersom punkten x4 strikt ligger mellan
x1 och z3 kan vi skriva den som x9 = 0z + (1 — 0)x3 och fran detta erhélla
r1—T

0= ﬁ, samt 1—6 = . Sedan aterstar endast att gora de utrikningar

som gjordes tidigare, men nu at motsatt héll, vilket ldmnas &t ldsaren. [

Lemma 1.2.2. Om f(x) dr deriverbar for alla x pé (a,b) och f'(x) >0 pd
hela intervallet sa ar f(x) strangt vizande pd (a,b).

Bevis. Lat x vara en punkt strikt mellan x;, 22 sddant att ¢ < 1 < =z <
x2 < b. Enligt medelvirdessatsen har vi att f(z2) — f(x1) = (22 — x1) f/(2)
dar hoderledet ar positivt. Alltsd &r f(z2) — f(z1) > 0 om x9 — 21 > 0 vilket
ar definitionen av en stringt vixande funktion. O

Foljande sats gar att finna i [5] (se sats 5 s. 253), men for ldsarens skull
presenterar vi ett likartat bevis dar vi forenklat och fyllt i vissa steg.

Sats 1.2.1. En deriverbar funktion f ar stringt konver om och endast om
dess derivata f' dr stringt vizande

Bevis. =: Antag att f dr striangt konvex. Vi vill visa att f’ &r stringt
vixande. Lat x1,xo vara tva punkter i vart definitionsintervall sddana att
x1 < x9. Eftersom f ar strangt konvex giller det enligt lemma (1.2.1) att

f@) = flz1) _ fly) = fla)

< , dax <z <y<xa. (1.2)
T — 1 y— 1
Vi ser att funktionen o) — f)
xX) — I
g(z) = ————
r — I

ir striingt viixande. Om vi siitter in y = x5 i 1.2 och later z g& mot x| far

vi att
g’(xl) < flaa) — f(l’l)'
Tro — I1

Analogt visar man att

fx2) — fx1)

< g¢'(x9).
pag— g (x2)

Av detta foljer att ¢'(x1) < ¢'(x2), alltsi att ¢’ &r stringt vixande.
<—: Vi antar nu att f’ &r strangt vixande och vill visa att
f(Ox1+ (1= 0)x2) < Of(x1) 4 (1 —0)f(x2)
0<O0f(z1)+ (1—-0)f(22) — f(0z1 4+ (1 - O)z2), (1.3)



diar 0 < @ < 1. Antag att 1 < x2 och sétt £ = Ox1 + (1 — 6)ze. Med hjilp
av medelvirdessatsen vill vi visa att hogerledet i (1.3) &r positivt. Vi har
0f(x1) + (1 = 0)f(22) — f(0x1 + (1 — Ox2))
= 0(f(z1) = f(©)) + (1 = 0)(f(x2) — f(£))
= 01 = f' (&) + (L= 0)(z2 — ) (&)
= e(an (01 + (L= 0)as] ) £/(61) + (1 = 0) (w2 = [621 + (1= O)as] ) F(€2)
= 0(1 = 0)(x2 — 21)(f'(&2) — (&),

dir x1 < & < € < & < x9. Eftersom f/ dr stringt vixande och & < & sd ér

f'(&2) = f(€1) >0 och (1 —0)(xg2 —x1) >0

vilket medfor att

0 <0(1—0)(z2 —z1)(f'(&2) — (1)),
och beviset &r klart. ]

Korollarium 1.2.1. Antag att f(x) har en kontinuerlig andraderivata pé
ett intervall x € (a,b). Dd galler det att f(x) ar stringt konvezx pd (a,b) om
och endast om f"(x) > 0 for alla z € (a,b).

Bevis. Antag att f”(x) > 0. Eftersom f”(z) = (f(z)") > 0 sa giller det en-
ligt lemma 1.2.2 att f/(x) ar strdngt vixande pa (a, b) vilket enligt sats 1.2.1
ar ekvivalent med att f(z) ar strangt konvex. O

Lemma 1.2.3. Ldt p och q vara positiva tal som uppfyller

11
S+ =1
poq

Om u >0 ochv >0 sd galler att

uP vl
uv < — + —,
p q

med likhet da uP = v9.
Bewis. Vi kan skriva om vansterledet och {4
uy = 6ln uv

eln u+Inv

1 py 1l q
_ eplnu +qln'u ]

Eftersom (et)// > 0 for alla ¢ si #r enligt korollarium 1.2.1 e! konvex. Da &r
enligt definitionen av konvexitet

I H1=00y < g 4 (1 — )Y,



.. _1 _np_ (1 1y 1 _ 1 . o o
Satt p = 5 och notera att 1 9—<p+q> p—q,Vlerhallerda

Biant < lex + 1ey. (1.4)
p q

Med z = InwuP, y = Inv? blir (1.4)

1 pil q
eplnu +qlnv _

= uv
< lelnup + lelnvq
P q

uw? vl

p q

For likhet antar vi att «P = v?. Vi har

Lemma 1.2.4. Lat f, g vara kontinuerliga, f > 0, g > 0 och

b b 1 1
/fpdarzlz/qux, -4+-=1, p,q>0,
a a P q

dar vi tillater a = —oo och b = 4+o00. Da gdller

b
/ fgdr <1

Bewis. Eftersom f, g ar positiva och kontinuerliga funktioner giller att &ven
fg ér positiv och kontinuerlig p4 samma intervall. Av lemma 1.2.3 far vi da
att

f@)g(a) < LB L 9@ oy

Vi far att
b b b
1 1 1 1
/fgdmg/ fpda:+/qu:z:+:1.
a P Ja qJa p q

Lemma 1.2.5. Lat f(x) >0, f(x) kontinuerlig pd (a,b). Dd gdller det att

O]

/bf(w)d$:0=>f(x)20, dd a <z <b.



Bevis. antag att f(xg) > 0 for nagot =g € (a,b). Eftersom f &r kontinuerlig
pé hela (a,b) kan vi vilja ett § s& att f(z) > 0 pé intervallet [zg — 0, xo + d].
Om vi anvinder uppskattningar for integraler (se [5], s.302) far vi att

:E0+6
f(z) >0 pa [330—5,950+5]:>/ f(z)dx >0,
zo—0

och eftersom xg var godtyckligt valt sa ar vi klara. O
Nu har vi alla verktyg till att formulera Hélders olikhet.

Sats 1.2.2 (Hélders olikhet). Ldat p och q vara positiva reella tal sidana
att % + % =1. Om f,g ar kontinuerliga, reella funktioner sa gdller att

/ab!f(t)g(t)\dt < [/ab\f(t)lpdtf [/b ]g(t)\th];, (1.5)

dar vi tillater a = —o0 och b = +o0.

Bevis. Lat f och g vara kontinuerliga. Enligt triangelolikheten for integraler
(se till exempel sats 6, s. 304, [5]) far vi

b b
/ fode| < / £llgl de.
1
o :
A— /\f\pda:]
1
o s
B- /\gwm} ,

dér vi antar att A och B &r positiva. D4 har vi

b b
‘/ uﬂ-A—wpdr::Af{/ | f|P da
’ A*pAZ
=1

Vi definierar

och

samt b
/ (lg|- B ") dz =1

Enligt lemma 1.2.4 géller

/b (\J”IA_1 : Ing_l) de <1,

10



sa att

[tz a0 [ v [ ora]

Vid fallet A = 0 eller B = 0 vet vi fran lemma 1.2.5 att f =0da A = 0,
samt g = 0 d& B = 0, vilket ger oss att olikheten i (1.5) uppfylls. O

1.3 Bohr-Mollerups sats

I detta avsnitt visar vi entydighet fér [-funktionen i en sats som gar under
namnet Bohr-Mollerups sats. Forst visar vi en existenssats som visar att det
finns en funktion, I'-funktionen, som uppfyller tre villkor.

Sats 1.3.1. For alla x som U dr definierad pd gdller
(a) Nz +1) = 2I'(x).

(b) '(n+1)=n! forn=1, 2, 3, ...

(¢) logD' dr konvex.

Bewis. a) Genom en partialintegration far vi
o0
I'(z41) :/ tYe "t dt
0 N .
= [—t"e "] + / at" et dt
N 0
=0+ :1:/ " tetdt
0
= zI'(z)

b) Om vi sitter x = n i (a) s& foljer det genom induktion att T'(n+1) = n!.
c¢) Vill visa att

logT (0 + (1 — 6)y) < OlogT(x) + (1 — ) logT'(y).

Om vi gér samma variabelsubstitution som i lemma 1.2.3 far vi att ovansta-
ende kan skrivas om till

1 1
logT (x + y) < —logI'(z) + —log I'(y)
P q p q

dér

11



Om vi dessutom skriver ¢ = % + é far vi

o0
r<x+y) - / trta et gy
b p 0
o0

0

Holder oo % o0 %
R
0 0

Logaritmerar vi bagge led far vi
1 ee 1 &
logf(£+y> < log/ |fIP dt+log/ lg|? dt
p p p 0 q 0

1 i 1 &

= log/ ‘tm_le_t‘ dt+log/ ‘ty_le_t’ dt
p 0 q 0
L logT(x) + ~ log I'(y)

= —log'(x) 4+ = log I'(y
p q

och beviset ar klart. O

Bohr-Mollerups sats, efter danska matematikerna Harald Bohr och Johannes
Mollerup, séger att ['-funktionen dr entydigt bestidmt av dessa tre egenskaper.
Den formuleras i |7| och vi kommer nu att géra en liknande formulering.

Sats 1.3.2. Om f dr en positiv funktion pi (0,00) sadant att
(a) flz+1)=zf(z)

(b) f(1)=1

(c) log f dr konver

da ir f(z) =T(x).

Beviset &r snarlikt som det i [7] men vi véljer att komplettera det i vissa
avseenden si att det blir mer fullstindigt.

Bevis. Vi vet att det redan finns en funktion som uppfyller (a), (b), och (¢),
namligen I'. Det récker att visa att f(x) ar entydigt bestdmt av (a), (b), och
(c) for alla > 0. Pa grund av egenskaperna i (a) récker det att visa for
€ (0,1]. Satt
p(x) = log f().

12



Da ar
olx+1)=log (f(z+1)) =log(zf(z)) =log x + ¢(z) 0<z< oo,

Vi vet att p(1) = 0 och ¢(x) konvex. Antag att n &r ett positivt heltal. Da
ar

p(n+1) =log (nf(n))
=log(n(n—1)f(n—1))
) f(n—(n—1)))
=log(n(n—1)--- f(1)))

(
(
=log (n(n —1
(
( 1)) = logn!

=log (n(n —1

Betrakta differenskvoterna av ¢(z) pa intervallen [n,n+1], [n+1,n+1+z],
[n 4+ 1,1 + 2]. Konvexitet ger att vi kan anvinda sats 1.2.1. Vi far da

o(n+1) —p(n) < en+1+x)—pn+1) < en+2)—pn+1)
n+l—-n = x - n+2—-(n+1)

)

dar
p(n+1) —p(n)
n+1l—n

= logn! —log(n — 1)! = logmn,
samt

en+2)—p(n+1)=log(n+1).
Alltsd har vi att

en+1+2x)—pn+1)

logn < <log(n+1).

Vi kan skriva om ¢(n + 1+ x) som

en+1+4+z)=logf((x+n)+1)
=log(xz +n)f(xz +n)
=log(z+n)((x+n)—1)---(z+1)f(z+1)
=log(x +n)((x +n)—1)--- (z + D f(z)
= log [w(m+1)($+n) + o(z).

Vi har alltsa
o(x) + logt — logn!

logn < . < log(n+1)
0 < @(x)+logt— [logn! +zlogn] < zlog(n+1)—xzlogn
1
0 < p(x) — [log(n! - n®) —logt] < zlog nt
n

I.n® 1
0<<p(:n)—<logn tn ) < wlog(l—l—).
n

13



n!l-n®

Later vi n — oo gar uttrycket ¢(z) — (log =) mot noll enligt instingnings-
regeln for gransviarden (se t.ex [5] s. 141). Detta ger att

T x

() = lim lo ni-n = log lim ni-n
A e B et ) (xtn)  Calez(ztl) - (ztn)
Alltsé har vi att -
n!-n
=1
@) = T @t n)
och f &r d& entydligt bestdmt. O

Anmdrkning 1.3.1. Som en konsekvens leder denna sats till en alternativ
formulering av I'-funktionen:
xr

nln
I'z) =l
(z) o) z(z+1)---(z+n)

1.4 Betafunktionen

I detta avsnitt kommer vi att presentera betafunktionen, samt visa den som
kvoter av I'-funktionen. Betafunktionen har, precis som I'-funktionen, sitt
ursprung fran Euler och hans s kallade forsta integral [2] som ni kan se

nedan.
1-2-...-n

1
2"(1—az)"dx = .
/0 ( ) m+1)-(n+2)-...-(2n+1)
Vi skriver dock fordelaktigt om betafunktionen, sdsom vi visar i definitionen
nedan.

Definition 1.4.1. Fér x > 0 och y > 0 definierar vi

1
B(z,y) :/ el B L
0

Vi vill dven visa att betafunktionen &r konvergent. D4 « > 1 och y >
1 samtidigt inses latt att integralen &r konvergent, vi viljer att betrakta
intervallen 0 <z < 1,0 <y < 1.

3 1
B(z,y) = Bi(z,y)+Ba(z,y) = /2 Gl O B L dt+/ L1 — ) g,

1
0 3

z—1(1_p\y—1 1
Vi har att lim;_,q+ <t§i7_f)y) =1 och eftersom [ t*=1 dt ar konvergent

enligt [4] har vi att By ar konvergent. Analogt visar man att By ar konvergent,
alltsa dr betafunktionen konvergent.

14



Sats 1.4.1. Om x > 0 och y > 0 gdller att

! =11 _ p\y—1 _F(x)F(y)
/0 1 —1t) dt_il“(aﬂ—y)’ (1.6)

Da detta bevis ar relativt omfattande har vi for lasarens skull valt att dela
upp det i fyra steg, dar vii de tre férsta stegen kommer att visa nagra viktiga
egenskaper for betafunktionen. I steg 1 kommer vi visa att B(1,y) = i och
sedan i steg 2 kommer vi, med hjilp av partiell integration, att visa att B(x+
Ly) = 71 B(x,y). Vi fortsiitter sedan i steg 3 med att visa att log B(z,y)
ar konvex, och precis som i sats 1.2.2 kommer vi att anvinda oss av Holders
olikhet. Avslutningsvis kommer vi att visa att kriterierna i sats 1.3.2 géller.

Bevis. Steg 1: Till att borja med vill vi visa att B(1,y) = %:

By = [0-pa= [0

Yy 1 Y

Steg 2: Vi ska nu visa att

Bz +1,y) = B(z,y).

r+y

For att visa detta anvinder vi oss av partiell integration:

1
Bz +1,y) = / (1 —t)vtat
0

:/1 r (1—t)*(1 —t)v~tdt
o (1—1)°

:/01 (1t_t>x(1—t)“"+y—1dt

x etyl Loty o o—1
S5 S wes)
:[_tx( —t)yr_i_ T /Oltx—l(l_t)a:+y—a:—1dt
0

1
rT+Y |g THY
T 1
-0+ " 1 -t ar
r+y 0
X
= B(x,
pra (@, y)

Steg 3: For att visa att log B(z,y) &r konvex anvinder vi oss av samma
metod som i sats 1.2.2. For ett fixt y har vi

B0z +(1—0)2,y) = B <§ + zy>
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dér vi, som tidigare, anvint oss av att p = %, 1-0=

far da
X z 1 T4z q -1
B(=+2y :/tp -yt dt
p q 0

Hélders olikhet ger oss

[ o ([iea)” (o)

Logaritmerar vi bagge led far vi

log B <w + Z,y)
p q

IA

1 ! 1 !

log/ \f|pdt—|—log/ lg|? dt

p 0 q 0

1 1 1 1

= log/ tx_l(l—t)y_ldt—l—log/ A -ty tdt
p 0 q 0
1 1

Steg 4: Vi behover nu verifiera att de tre kriterierna i sats 1.3.2 uppfylls av
funktionen som definieras

TG
flz) = T(y) B(z,y).
Vi har att
flx+1)= WB(QHF 1y) = (x+yF)(F;;:+y) . xj’_y Bl y)
=z f(x).
Vidare har vi att
_Tw+1)B(,y) y'yBl,y) 1
=" - !

For att visa att log f(x) &r konvex gor vi observationen

log f(x) =logI'(x + y) — log I'(y) + log B(x, y).

konstant
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Vi vill visa att logI'(x +y) — log I'(y) + log B(x, y) dr konvex d& vi har y
fixt. Satt h(x) =logT'(z +y) —log'(y) +log B(x,y). Vi vet att logT'(z + y)
och log B(x,y) &r konvexa funktioner. Detta ger oss att

h'(z) = (logT'(z +y))" + (log B(z,y))" > 0.

>0 >0

Enligt Korollarium 1.2.1 géiller att en funktion &r stréngt konvex om och
endast om andraderivatan ér positiv, alltsd ar log f(z) ar konvex.

Detta tvingar funktionen f(x) att vara lika med I'(z), och beviset &r
klart. O

Vi ger exempel pa nagra intressanta resultat som vi anvinder betafunk-
tionen till att berdkna:

Exempel 1.4.1. Variabelbytet i ¢t = sin? § i definition 1.4.1 ger oss

B(l’,y) =

= 2/ (sin 0)%* 1 (cos 0)%~1 df.
0

Om vi nu sétter z =y = % far vi att

2
P3P =resT(d) = vr
Av detta foljer att 3T (3) = %~ = (3)!.
For att berdkna fakulteter av typen n+1/2 darn =0,1,2,... anvinder
vi foéljande formel:

Exempel 1.4.2. Lit I = [? (sinz)?*™dz och J = [? (sin 2z)?*™ dz. Om vi
anvinder samma substitution som i exempel 1.4.1 har vi att

2 2m
2]-2/0 (sinz)“™ dx
L(m+3)(3)
L(m+3+3)
T'(m+ 3)

I'(m+1)

17



For integralen J har vi:

us

2
J:/ (sin 22)2™ da
0
3
:/ (2sinz cos z)*™ dx
0

2
= 9?m-1. 2/ (sinz)?™(cos z)?™ dx
0

=2"""1B(m+3,m+3)
I'(m + %)I‘(m + %)
r'2m+1)
I'(m+ %)2
T(2m+ 1)

— 22m—1

— 22m71

Om vi dessutom for integralen J gor variabelbytet ¢t = 2x far vi

J= ;/0 (sint)?™ dt

s
2

= [ “(sint)*™dt
0
=1.
Tillsammans ger ekvationerna (1.7) och (1.8)
I'(m + %)\/7? _ 22m71F(m + %)2
2I(m+1) r@2m+1)
(2m)ly/m 1
Pyl © LMT2)
1 2m)! /7
Om vi gor substitutionen 2m = n far vi &ven
1 (2m)! /7
Plm+3) = @
|
ml = (2m).\/77'1
2mlI'(2
ml(m) = M
22mF(m + 5)
T'(2
tomy = TEmyE

22m=1T(m + )
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Kapitel 2

Asymptotiskt beteende av
['-funktionen

Hér tinker vi ga in pa asymptotiskt beteende av I'-funktionen. En formel
som ofta dyker upp i dessa sammanhang &r Stirlings formel som anvinds
till att approximera n! d& n &r stort. Vi kommer &ven titta pd kvoter av
I’-funktioner och hur de beter sig asymptotiskt.

2.1 Stirlings formel

Harnést kommer vi att formulera en approximation for stora fakulteter. Den
sa kallade Stirlings formel, eller Stirlings approximation, hjélper oss att ap-
proximera n! for stora n, eller I'(z + 1) for stora . Innan vi kan presentera
Stirlings formel maste dock vi definiera begreppet asymptotiskt beteende.

Definition 2.1.1. Lat f(x), g(x) vara reellvirda funktioner. Om

lim M =1

=00 g(x)
skriver vi f(x) ~ g(z) d& * — oo. Vi séger att att f dr asymptotisk till g.
Detta begrepp anvinds da vi kdnner till storlek och uppférande av g(x) da
x — oo och vill se hur f(z) beter sig under samma foérhallande.

For att visa Stirlings formel behover vi vissa verktyg i form av ett lemma
och en sats. Dessa, samt Stirlings formel, gar att finna i [3] (lemma 18.3a s.
516, sats 18.3b s. 516, sats 18.4 s. 520) varifran vi dven tagit bevisidéerna
som vi for ldsaren skull skrivit om och forenklat nagot.

Lemma 2.1.1. Om a >0, b > 0 och om f dr definierad som

flx) = /Oa ¢~ abt” dt,

19



ar

[N

fz) ~

1

2
- o _ Qe o L o s
Bewvis. Satt u = tvbx, d& dr dt = e du. D& ar

/N

%) , di T — 00

fla) 1 e
Wi Wk Ve

= l a\/ae*“2 du
VT o '

Vi har att integralen fooo e~ du #r konvergent med vérdet %\/E (se exempel
(3.1.2)) och vi far att

2
lim 1f(”37)r _ 2Ty
z—00 2 /[ ﬁ 2

O

Foljande procedur kallas for Laplaces metod (se [3]) och &r en teknik som
anvands for att approximera integraler pa formen f; eMf(x) da.

Sats 2.1.1. Antag att foljande gdller:

(a) f dr tvd gdnger deriverbar och f" kontinuerlig pé 0 < t < a, dir a fir
vara dndlig eller odandlig;

(b) f dr vdzande pa 0 <t < a;

(¢) f(0) = f"(0) =0, f"(0) > 0;
(d) det finns ett xq, for vilket

I(xo)—/ e f® gy
0

existerar.

Da galler att I(x) existerar for alla x > xo och

1~z

M=

dd z — 0.
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Bewvis. Vi ser att for x > xq giller e/ < e=20f(®)_ Enligt jimforelsesats [5]
har vi att I(z) existerar. Vilj ett €, sdidant att 0 < e < f”(0). Eftersom f”(0)
ar kontinuerlig finns ett § < a, for vilket

0< f"(0)—e<f"(t) < f"(0)+¢e, om 0<t<6é. (2.1)

Da har vi

I(x) :/ e~ gt
0

) a
- / e~ f®) gt + / el gt
0 )

Vi borjar med att undersoka Io. PA 6 <t < a har vi att f(t) > f(9), eftersom
f ar monoton. Vi har

e~ (O) = omwf®)/2-2f(1)/2 < o=2f(8)/2=2f(0)/2 < g=0f (1) ~2f(8)/2
d& x > 2xg. Av detta foljer att
I(z) = /éa e~ ® gy
< ouf®)/2 / " o f (1) g
0

< -f®)/2 / Y emwd®) g
0

eller ekvivalent

0 < Ip(z) < e 02 (gy). (2.2)
Om vi vidare ser pd 0 < ¢t < § och MacLaurinutvecklar f(t) (se [5]) far vi
att
7}

1) = £(0) + /(0 + 20

dir 0 < 7 <t < 4. Eftersom f(0) = f/(0) = 0 har vi att
_ o

ft) ===

Av detta och av (2.1) far vi att

(f"(0) —e)t?
2

(f"(0) +e)t?

< f(t) < 5 ,

sa att
e—m(f”(0)+5)t2/2 < ezl (t) < e—w(f”(O)—a)ﬁ/?‘
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Integrerar vi denna olikhet far vi

/(S et O+P/2 gp < [ () < /(S e~ (f"(0)=e)t?/2 gy (2.3)
0 0
Vi kombinerar (2.2) och (2.3) och far
/ (O R gy I(z) < / D a2 gy ()2 I(z0), (2.4)
0 0
for © > 2x¢. Multiplicerar vi sedan (2.4) med +/z far vi

f/ —e(f"O+/2 gt < (/2 1() <f/ —e(f"O)=/2 gt 1\ fre=mF /2] ().

f"(0)+e
2

For att lattare se vad vi gor infor vi beteckningarna b; = och

by = = [1(0)= ) . D& har vi

f/ 0 g < \frl(a <f/ T dt 4 e O (o). (2.5)

Om vi nu later z — oo far vi att /ze */9/2[(29) — 0. Enligt lem-
ma 2.1.1 kan vi dven approximera (2.5) och far d&

1
\/5/6 e—xb1t2 dt ~ @ |:7T:| ?
0

bl.%'
Wz
- 2 f”
1
2

;[f”()

samt

)
Jz / bt g
0

oy el
— 8 8

Av detta samt (2.5) far vi att det for alla e > 0 finns ett C' sa att, for
x > C giller

1

[N

2T

o) VO <5 )
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1
DéE%Oféljer\/E[(x)_)%[%}Q

Detta ger
1 1
lim &1: lim M:L
T—00 - 2 T—00 1 2 2
=) |7
och beviset ar fardigt. O

Sats 2.1.2 (Stirlings formel). For stora x har vi
Fz+1)~V 2na" e

Bevis. For uttrycket T'(z+1) = [J° t“e~" dt gor vi variabelbytet t = z(1+u).
Da ér dt = xdu och vi far

F(z+1)= / 2% (1 + u)%e g dy = szrlem/ e (1 +u)"du
—1 -1

eller ekvivalent

oo
e T+ 1) = / e (14 u)*du
-1

0 00
- /e‘“‘”(l—}-u)rdu—l—/ e (1 + u) du
-1 0

= N(z) + Iz(z)

Vi betraktar f6rst Iy :

-1

0 1 1
Il(l‘) — / e—u:v(l + u)x du = /0 euac(l o u);r du = /0 e—ac[—u—ln(l—u)] dt.

Séatt f(u) = —u —1In(1 —u). Da &r

1 U
/ — — = > 3 <
fi(u) 1+1—u 1—u_0 dda 0<u<l1

och
1

>0, 0<u<l.

Speciellt ar f(0) = f/(0) = 0 och f”(0) = 1 och vi kan tillampa sats 2.1.1
och 13 .
T\ 2
n@) ~(5-)°
Med samma forfarande tillimpat pa Io(z) med f(u) = u — In(1 + u) far vi

1

o~ (2)
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Vilket tillsammans ger
T\3 27 2
I(z) ~ 2 (7) : <>
2z T

D(z+1) ~ V2ra®/2e72,

vilket ger

2.2 Pochhammersymbolen

I detta avsnitt presenterar vi Pochammersymbolen (), och kollar pa dess
asymptotiska beteende. Vi gor foljande definition:

Definition 2.2.1. Lt n vara ett naturligt tal och « reellt, da géller
(@) =ala+1)---(a+n-1)
Uttryckt i gammafunktioner far vi:

(@) = P(;(;—)a) (2.6)

Med Stirlings formel far vi dven den nedanstiende asymptotiska formeln.

Lemma 2.2.1.

() ~ C(a n a—p
B Cla, f)(n+1) (2.7)

dar C(a, B), for fiza varden pd o och B, dr en konstant.

Bewis. Vi skriver om Eg;: med hjélp av (2.6) och anvinder Stirlings formel

med x1 =n+a—1och z9 =n+ -1 far vi att

(o _T(n+a) T@)  T(B) (nta-1rtorzelna

= . ~

Bl T@ T@+8) T (4 1yes deins

Vi sétter nu C' = % - e~ och skriver om resten av uttrycket

N

(m+a—1)"""3  (n4a—1)° <n+a—1>" <n+a—1>_

ntB—1rtp3 (+B-1F\n+p-1) \n+p-1

Lat oss se hur de enskilda faktorerna beter sig fér stora n. For faktorn langst
till hoger géller det att

n+oa—1\"
(i5=1)

(ST

1

_ -3

= 1+g —1 da n — oco.
n+p—1
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Faktorn i mitten gor vi substitutionen ¢t = n + 5 — 1 och far

n+aoa—1 n_ a—3 \"
<n+6—1> B <1+n—|—,3—1>

(n+a—1)*

Vi gor sedan en omskrivning pa faktorn (CEEE

mra-ne () eyt () (n+ 1)
T (g (k)

dér vi ser att ena faktorn gar mot 1 d& n — oo. Tillsammans far vi att

(@n o 1yaBoas - LB ams
B C(n+1) F(a)( +1) )

Vi har alltsd att
()n
Bn

déar konstanten C(«, 8) = %

~ Cla,8) (n+1)*"

~~

25



Kapitel 3

Area och volym 1 n dimensioner

I detta kapitel visar vi att [-funktionen dyker upp i formlerna for area och
volym for klot i n dimensioner. Med en yta avser vi randen till den begrinsade
méngden K € R"™ och den brukar i litteraturer [6] betecknas med 0K men
i denna text kommer vi bara studera sfiren och klotet, som vi definierar
lite ldngre ner. Notera att vi endast studerar méangder i R™ och en yta har
alltsa en dimension légre dn den kropp vi studerar oavsett vilken dimension
vi befinner oss i. Nér vi talar om area si associerar vi alltsd ett tal o som &r
ett matt pa innehallet av den yta vi studerar och analogt for volym. Liangre
fram kommer vi dven anvinda n-polidra koordinater som en definition, for
hérledning av dessa hénvisar vi den intresserade ldsaren till [1] dar ldsaren
forviantas ha grundliggande kunskaper i linjar algebra.

I R betecknar vi klotet som &r centrerat i origo med radie R som K, (R)
och den utgors av méngden K,(R) = {x € R" : ||z|| < R}. Randen till
K, (R) kallas (n — 1)-sfiren och definieras som S, _1(R) = {x € R""! :
|lz|| = R}. For enhetsklotet K, (1) skriver vi bara K, och analogt fér en-
hetssfiren, S,,. Arean och volyminnehallet av K, betecknar vi med o(Sy,)
respektive p(Kp).

3.1 Polara koordinater

I detta avsnitt definierar vi n-poldra koordinater som vi kommer anvinda
till att berdkna integralen

e 1 da, (3.1)

Rn

dér vi noterar att integranden &r en funktionen som beror pa avstandet fran
origo. Vi kommer anvidnda denna integral lite lingre fram nér vi hérleder
formlerna fér area och volym i n dimensioner men foérst behdver vi gora
féljande definitioner:

Definition 3.1.1. Lat ¢1, ¢, . . ., dn_2, samt 0 vara vinklar dir 0 < ¢q, o, ..
moch 0 <0 <27 Om r &r radien till en (n — 1)-sfdr i R™ kan vi fa fram de
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poldra koordinaterna genom

T1= T COS P

7—1
xj:rcos¢j-Hsin¢k (j=2,3,...,n—2)
k=1

Tp—1=7sind - H sin ¢

Tp=r1Ccosf - H sin ¢y
Definition 3.1.2. For en (n—1)-sfar i R" kan vi f& fram jacobianen genom

n—2
J(¢17 ¢27 Tt d)an) = Tn_l H Sink ¢n—k—1
k=1

Vi visar nagra exempel:

3.1.1 Exempel

Exempel 3.1.1. Vi vill fa fram de polira koordinaterna for en sfir i R* och
anvinder oss da av definition 3.1.1. Vi far

T1 = 7 COS @1
2
To = 7 COS P - Hsingék = 1 COS ¢ sin ¢
k=1
2
r3 =rsinf - H sin ¢y = 7 sin 0 sin ¢1 sin ¢o
k=1

2
T4 =1COSH - H sin ¢ = r cos 0 sin ¢1 sin @9
k=1

Om vi nu vill f4 fram jacobianen for dessa poldra koordinater anvinder
vi oss av definition 3.1.2 som ger oss

2
J(r,1,62) = o° ] sin” ¢5«
k=1
= r3sin? ¢ sin ¢
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I tre variabler ar vi redan bekanta med jakobianen
J(r, 1) = r*sin ¢,

Exempel 3.1.2.

/// e~ vi -3} dxq dxo drs = /// e_r2]J(r, ¢1)|drdeydf (3.2)
R3
D

00 5 m 2
= / r2e™" dr / sin ¢ de / de, (3.3)
0 0 0

dar D ar omradet vid overgang till polira koordinater som ges av 3.1.1. Vi
utfor variabelbytet 2 = t dér dt = 2rdr och far da

1 [ . ,
/ t2- et dt . Ar = 27T (3> = 71'%,
2 Jo 2

I R?* har vi
//// P i e dxq dxo dxs dxy (3.4)
R4
= [[[[ 19 01.00)1dr don i ao
D
00 9 T T 2w
= / rde " dr / sin? ¢ doy / sin ¢ deo / do
0 0 0 0
1 o0
= / t2~Le~t dt . 272
2 Jo
4
= 7T2F (2> = 7T2.
Eftersom variablerna x1,...,x, ar oberoende varandra far vi att

2 o0 2 o0 2 o0 2 " n
/ e 2l do = / e Tidxy .. / e ndx, = (/ e’ dm) =72
m —00 —00 —00

Det verkar som att vid berdkning av integralen (3.1) erhaller vi en pro-
dukt av I'-funktionen samt arean av enhetssfaren. Med dessa resultat verkar
det darfor rimligt att definiera arean av enhetssfaren enligt nedan:

Definition 3.1.3. Lat D vara omradet som definieras i 3.1.1. Vi definierar
arean av (n — 1)-sfaren som

o(Sum) = [+ [ 1l drdon - don—s do,
D
dér | J| = 1|
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3.2 Volym och ytarea av n-dimensionella klot

Sats 3.2.1. Volymen for det n-dimensionella enhetsklotet K, och ytarean
av Sp_1 ges av

71.n/2
p(Kn) = m (3.5)
samt -
0(Sn-1) = 0 (3.6)

Bewvis. Vi har
T2 :/ e_|w|2da::/~--/e_rzlj\dr-~-dqﬁn_2d9
Rn
D

:/ T”_le_r2dro(5n_1)
0

1 [
= / t2 et dto (S,_1)
2 Jo
1 n
=30 (3) 7 (5.
Av detta far vi att .
2m2
o (Sn_l) - 7,’1
(%)

Om vi betecknar volymen av K, (R) som V,,(R) s& kan vi tédnka oss att V,,(R)
utgérs av koncentriska skal med tjockleken Ar som vi summerar fran 0 till
R. Ett tunt skal av V,,(R) kan da approximeras som

AV, (R) ~ A,_1(R)Ar,

dar A,_1(R) ar arean av S,_1(R). Vi delar upp radien i sma intervall
ro = 0,71,..., 78 = R och konstanta langden Ar = %. Hela klotet kan
da approximeras som en summa

N
Va(R) = ZAn,l(rk)Ar.
k=1

Later vi intervallingden ga mot noll far vi volymen som en odndlig summa:
N
Vo(R) = lim Ap—1(rp)Ar

N—oo




3.3 Volym och ytarea for nagra n

Vi sammanstéller en tabell med virden fér arean och volymen i nagra di-
mensioner. En intressant iaktagelse dr att volymen (och arean) initialt okar
och nar ett maxvirde vid n = 5 (volymen) for att sedan avta. Eftersom
fakultetsfunktionen véxer snabbare &n exponentialfunktionen (se [5] s. 161)
sa kommer uttrycket (3.7) tendera mot noll dar n gar mot oéndligheten.

n Ap_1(R) Vi(R)

1 2 2R

2 2TR ~ 6,28R mR? ~ 3, 14R?
3 ATR? ~12,57TR? | Tl ~ 4 19R3

4 | 2m®R3~19,74R? | TR x4 93R*

5 | STRY~26,32R* | 8T RS ~ 5, 26R5

6 RS~ 31,00R5 | TR ~517RS
7 | 16T & 33 07RO | MR & 4 7oRT
8 T RT ~32,47 | T.RS~4,06R®
347 173!§Z‘gwl73 R346

~ 1,28 - 107220 R340

3.4 Filosofisk utliggning

Det kan verka konstigt att betrakta S3 som en yta eftersom det &r ett tredi-
mensionellt objekt, och dess matt som area nér det egentligen &r en volym!
Men, S3 #r ett objekt i ett fyrdimensionellt rum, R*; dir saknar vi geo-
metrisk tolkning. Var uppfattning av volymer och areor &r baserad pa den
vardagliga intuitionen av rummet och planet. Kan vi pa nagot sétt tdnka
oss hur en yta i fyra dimensioner ser ut? Férmodlingen inte, men det gar att
tanka sig hur projektionen av ett objekt i fyra dimensioner ser ut i rummet.
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Precis som att projektionen av en sfir i R? blir en cirkel, far vi en sfir
nir S3 projiceras ner pa R3. Om vi skulle ta ett plan i R* och dra det genom
Ss skulle vi forst se en punkt nér deras ytor tangerar for att sedan véxa till
en tredimensionell sfar och na sitt max vid ’ekvatorn’ och sedan avta till en
punkt igen.
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