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Sammanfattning

Syftet med detta arbete var att jamfora olika stokastiska processer som generar m, de olika
modellerna som studerades var modeller baserades pa Buffons-, Buffon-Laplaces- och kasta
pil-problem och forutom att I6sa respektive problem sa undersoktes bland annat om det gick
att skatta w med motsvarande problem i hogre dimensioner.

Innan problemen undersoktes fick lasaren en bakgrund med nédvandiga definitioner och
satser inom sannolikhetsteorin, dar bland annat Kolmogorovs axiomsystem, fordelningars
tathetsfunktion, vantevarde och varians presenterades, men ocksa olika definitioner av
konvergens som i sin tur ledde till en sats: Deltametoden, en generalisering av Centrala
gransvardessatsen. Allt detta tillsammans gjorde det mojligt att 16sa problemen och sedan
kunna jamféra dem med hjélp av respektive skattnings varians.
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1 Inledning
Vad har slumpen gemensamt med konstanten r? Ett irrationellt tal som har manga
miljoner kanda decimaler och kan tyckas vara valdigt langt ifran nagon slump.

| slutet pa 1700-talet kom en fransk naturforskare vid namn Buffon pa att om en
nal kastas upprepade ganger pa ett golv med parallella plankor dar plankornas
bredd &r storre an nalen och antalet ganger nalen korsar en linje noteras, sa kan
7 uppskattas. Problemet ar kant som Buffons nalproblem och en skattning av 7
fas genom att besvara fragan: Vad ar sannolikheten att nalen korsar en linje? [1].

Buffon vidareutvecklade sina idéer med parallella linjer och satte upp liknande
problem med andra geometriska rutnatsmonster [2], sa som exempelvis
rektanguldra-, hexagonala- och trianguldra rutmonster. Buffon publicerade sina
I6sningar pa respektive problem i sin bok Naturhistoria: allmant och i detalj, men
Laplace upptackte ett fel i berdkningarna for det rektanguléra rutnatsmonstret och
han rattade till det i borjan av 1800-talet [3]. Problemet gar idag under namnet
Buffon-Laplaces problem. Dessa problem klassas som sa kallade Monte Carlo-
metoder. Monte Carlo-metoder &r metoder som lGser matematiska problem genom
experiment med slumptal [4]. Hur ser I6sningarna pa Buffons och Buffon-
Laplaces problem ut? Ett annat likvardigt problem &r en kvadratisk piltavla.
Tavlan har en inskriven cirkel med radie » och om pilen traffar innanfor cirkeln sa
raknas det som en traff. Aven det har en Monte Carlo-metod som kan anvéandas
for att skatta 7z. Gar det att generalisera problemen till hégre dimensioner?

En fraga som faller sig naturligt nar nagonting skattas &r hur stor spridningen for
skattningen dar, ju mindre spridning en skattning vantas ha desto béttre precision
har skattningen. Hur ter sig variansen i problemen, ar nagot av problemen att
foredra med héansyn till variansen? Vad hander med variansen om ett kast i
Buffon-Laplace problem istéllet ses som tva kast i Buffons problem?

Fragorna som stallts har i inledningen ska forsoka besvaras i detta arbete, men
innan dess behover lasaren rustas med kunskap om grunderna i sannolikhetsteorin
och om estimatorer (avsnitt 2) for att sedan kunna lasa resultatet med berdkningar
(avsnitt 3.1-3.7) med behallning. Arbetet avslutas med en jamférelse mellan
metoderna, hur de forhaller sig till varandra (Avsnitt 3.8).

1.1 Konstanten s historia

Varfor ar just i intressant? Definitionen av m ar forhallandet mellan en cirkels
omkrets och dess diameter. Talet &r irrationellt utan nagon regelbundenhet i
decimalutvecklingen. Det speciella med 7 ar att talet dyker upp pa stallen som
inte alltid uppenbart har kopplingar till talets geometri, exempelvis i
normalférdelningens tathetsfunktion och i flertalet odndliga summor och
produkter. Fascinationen av m har funnits lange, redan i Bibeln finns det
referenser till att = uppskattas till tre. Dérefter forsokte Babylonierna och



Egypterna pa varsina hall finna skattningar pa 7, 3 + % = 3.125 respektive

8
2—4 = 3.1605 pa vissa hall och annars aterfinns approximationen % ~ 3,1429 fran

Egypterna [5]. Genom arhundraden har det upptackts mangder med formler som
kan approximera m, ett exempel &r formeln som Newton fann pa 1600-talet [6]

1
3 %
n=Z\/§+24j Vx —x2dx.
0

Att forsoka hitta approximationer pa = har manga matematiker forsokt gora under
flera hundratals ar. Arkimedes forsokte genom att stanga in en cirkel mellan tva
polygoner for att pa sa satt fa en undre- och 6vre grans pa . Genom att anvanda
tva 96-goner (en regelbunden manghorning med 96 horn), fick Arkimedes fram

att r ligger i mellan 3 + % <nt< 3+ % En annan metod &r just Buffons
problem, och liknande problem [5].

Efter Arkimedes, Egypterna och alla andra som sokt svaret pa vad m ar, har
matematikerna fortsatt jaga decimaler pa = genom att hitta nya summor och
formler. Fran 1700-talet och framat har formler med arctangens anvénts, 1706 var
det en matematiker vid namn Machin som med féljande formler lyckades
bestdamma de 100 forsta decimalerna pa m [7],

1

Z = 4 arctan g — arctan m

| borjan pa 1900-talet fann den Indiska matematikern Ramanujan serien nedan.
Serien konvergerar snabbt till 7z, dar varje term ger hela atta decimaler [7].

1 V8 ~= (4n)! (1103 + 26390n)

7 9801 L (n)* 3964n
n=0

Under 1900-talet har antal kdnda decimaler 6kat explosionsartat. | november 2016
slogs det tidigare varldsrekordet pa antal decimaler pa r fran 2013. Det var
n-fantasten Peter Trueb som byggt en dator som klarade av att bestimma drygt
22,4 biljoner decimaler och det tog drygt 100 dagar for datorn att gora
berdkningarna. Datorn krdvde enormt mycket minne och till sin hjalp anvandes ett
program vid namn y-cruncher framtaget av Alexander Yee [8]. Programmet
bygger pa Chudnovskys algoritm som utvecklades under 1980-talet och
algoritmen bygger pa tre delar [9], Heegnernummer d = —163, j-funktionen

. (1+V/-163
i(

) = —6403203 samt den generaliserade hypergeometriska serien

1 - i (—1D)™(6n)! (545140134n + 13591409)
T . (3n)! (n!)3(650320)3n+3/2
n=

Med dessa tre delar kan ett narmevarde pa 7 beréknas.



Att fortsatta soka efter decimaler pa mr har inte med att matematiker vill fa
noggrannare berakningar utan det handlar om att klara av att bygga &nnu starkare
datorer med hog datakraft. Exempelvis NASA anvander omkring 15 decimaler
vid sina berékningar och om jordens omkrets ska beraknas med en felmarginal pa
mindre dn en atomkéarnas diameter behdvs bara cirka 40 decimaler pa = [8].



2 Bakgrund

2.1 Sannolikhetsteori

Sannolikhetsteorin har en lang historia som stracker sig tillbaka anda till 1500-
talets Italien dar matematikern Cardano skrev pa en skrift om hasardspel, spel
som beror av slumpen. Teorin om dessa spel bygger pa sannolikhetsproblem och
har efterhand byggts upp till en hel teori som inte bara innefattar hasardspel. |
Frankrike pa 1600-talet var det ocksa just spel som fick matematikerna Pascal och
Fermat att brevvaxla for att forsoka l6sa problem som berdr sannolikhetsteorin.
Pa 1700- och 1800-talet bidrog matematiker som Bernoulli, de Moivre och
Laplace till att sannolikhetsteorin utvecklades annu mer och bidrog till att utvidga
tillampningar av omradet till bland annat astronomi och mekanik.

Som synes &r sannolikhetsteorin gammal, men har matematiska svagheter.
Begreppen handelser och sannolikhet definierades aldrig matematiskt vilket ledde
till att ett gdng matematiker omformulerade den klassiska sannolikhetsteorin till
den moderna i bdrjan av 1900-talet. Kolmogorov upptéckte att med hjélp av teori
fran Cantors mangdteori och Lebesgues matteori kunde begreppet
sannolikhetsrum definieras och beskriva den klassiska sannolikhetsteorin. Vart att
namna dr att andra omraden inom matematiken utvecklades under slutet av 1800-
talet s3 som matteorin och mangdlaran [10], sa att tidigare &n sa var det svart att
utveckla sannolikhetsteorin. Kolmogorov formulerade tre axiom som satte fart pa
utvecklingen inom omradet och med bidrag av manga matematiker runt om i
varlden har en rad manga nya tillampningsomraden tillkommit, bland annat inom
bioinformatik, bildbehandling och finansiell matematik och utvecklingen av hela
teorin pagar an idag [11].

Foljande kapitel kommer att behandla grunderna i sannolikhetsteorin med
nodvandiga definitioner och satser for att kunna ga vidare till arbetets syfte —
Buffons problem med flera. Efter att grunderna har behandlas tas en av
sannolikhetsteorins viktigaste sats upp — Centrala gransvardessatsen (CGS). |
samma avsnitt presenteras olika konvergensbegrepp for att slutligen kunna bevisa
Deltametoden, en generalisering av CGS som kommer behgdvas for att berdkna
variansen till skattningarna for de olika problemen som tas upp i arbetet. Efter
sannolikhetsteorin kommer ett kortare avsnitt om statistisk inferens dar
estimatorer diskuteras, innan kapitlet avslutas med att de olika problemen som
arbetet syftar att 16sa presenteras.



2.1.1 Grundlaggande definitioner i sannolikhetslaran

Definition 2.1.1.1. Resultatet av ett slumpmassigt forsok kallas ett utfall.
Mangden av mojliga utfall kallas utfallsrummet. En handelse ar en samling av
utfall.

Ett centralt begrepp i en modell for ett slumpmaéssigt forsok ar begreppet
sannolikhet och hur begreppet definieras rent matematiskt. | borjan av 1900-talet
formulerade en rysk matematiker Kolmogorov féljande axiom, som ar grunden
for den moderna sannolikhetsteorin [4].

Kolmogorovs tre axiom

1. (Icke-negativitet). FOr en godtycklig handelse A € Q, dar Q &r
utfallsrummet, galler att P(A) € R AP(A) = 0.

2. (Normalisering). For hela utfallsrummet Q géller att P(Q) = 1.

3. (Additionsformeln). Om A4, A,, ... &r en &ndlig eller uppréknelig odndlig
foljd av handelseroch A; NA; =@ V i # j, galler att

P <0Ai> = i P(4).
1 i=0

i=

Anmarkning: I axiom 1 récker det med kravet att sannolikheter &r icke-negativa,
for att fa att sannolikheter dessutom begransas till att vara mindre eller lika med 1
foljer av axiomen, se foljdsatserna nedan.

Fran Kolmogorovs axiom fas viktiga foljdsatser.

Lemma2.1.1.1. Om A < B galler att
P(A) < P(B).

Bevis. Mangden A &r en delmangd till B, sa mangden B kan skrivas som
B = A U (B\A). Kolmogorovs axiom 3 ger da féljande,

P(A U (B\A)) = P(A) + P(B\A)
P(B) = P(A) + P(B\4)
P(A) = P(B) — P(B\A)

och enligt Kolmogorovs axiom 1 fas att samtliga sannolikheter &r positiva, och da
foljer det att P(A) < P(B).

Sats 2.1.1.1. For en héndelse A < (Q galler att
0<PA)<1.



Bevis. Enligt Kolmogorovs axiom 2 fas att P(2) = 1 och enligt lemma 2.1.1.1.
fas att P(4) < P(Q). Tillsammans med axiom 1, P(A) = 0, fas att
0 < P(A) < P(Q) = 1 vilket bevisar satsen.

Sats 2.1.1.2. (Komplementsatsen). For komplementet A* till A galler att
P(A*) =1—-P(A).

Bevis. Komplementet A* &r de handelserna som inte finnsi A, A* N A = @ och
A* U A = Q. Enligt Kolmogorovs axiom 2 och 3 fas att P(4*) + P(A4) =
P(A*U A) = P(Q) = 1. Da foljer att P(A*) = 1 — P(A) och satsen &r bevisad.

Anmarkning: Det finns flera olika notationer pa komplementet, andra vanligt
férekommande notationer ar A€ och A.

2.1.2 Stokastiska variabler och dess egenskaper
Definition 2.1.2.1. En funktion P(-) kallas for ett sannolikhetsmatt om
Kolmogorovs tre axiom &r uppfyllda.

Utfallsrummet Q, handelsera A4, A,, ... och sannolikhetsmattet P(-) séges utgdra
ett sannolikhetsrum.

Definition 2.1.2.2. En slumpvariabel X ar diskret om den endast kan anta ett
andligt eller uppréknelig odndligt antal varden x4, x,, ...

For att beskriva hur sannolika de olika utfallen for en diskret slumpvariabel ar,
anvands dess sa kallade sannolikhetsfunktion, alltsa sannolikheten for att
respektive utfall ska intréffa.

Definition 2.1.2.3. Sannolikhetsfunktionen, py, for en diskret slumpvariabel X
definieras av

px(x) :=P(X = x), dirx = xq, Xy, ...

Definition 2.1.2.4. Om den stokastiska variabeln X har sannolikhetsfunktion

n -
px(k) = (k)p"(l -p)"k k=012,..,n
och dar n &r ett positivt heltal och att 0 < p < 1 s&gs X vara binomialfordelad.

Om en stokastisk variabel X ar binomialférdelad med parametrar n och p,
anvands notationen X ~ Bin(n, p).

Stokastiska variabler har vissa egenskaper kopplat till deras
sannolikhetsfordelning, dels vantevarde som kan tolkas som ett forsoks



medelvarde om forsoket upprepas ett odndligt antal och dels variansen som
beskriver hur mycket de observerade vérdena avviker fran medelvardet.

Definition 2.1.2.5. Véntevardet u och variansen o2 for en diskret stokastisk
variabel X definieras som

p=EX) = Zk-px(k),
k=1
o2 =V(X) = E((X — E(X))?)

Sats 2.1.2.1. En stokastisk variabel X som ar binomialférdelad, X ~ Bin(n, p),
har vantevarde E (X) = np och varians V(X) = np(1 — p).

Bevis. Kom ihag att sannolikhetsfunktionen for en binomialfordelad variabel X ar
px(k) = (Z) p*(1 —p)»* k =0,1,2,...,n, sa att vintevardet for X fas som

n
n _
ECO = ) k- (i) pa—pym™,
k=1
Termen k = 0 kommer inte ge nagot bidrag till summan, sa den kan bortses ifran.

. n . n! . n! _ on-(n-1)!
(k)_ kk(n—k)! " k-(k—D!'(n—k)! (k—1D!'(n—k)!

=n ;)

Notera att for sannolikhetsfunktionen summerar till ett, ty

Z (Z) pPrA-pnF=(p+0-p) =1"=1

k=0
Genom att bryta ut ett p ur summan och skifta index ett steg nedat fas vantevardet
for en Bin(n — 1, p)-variabel, sa summan nedan summerar till ett.

-1

EC)=np ) (" Dok —pi* = np

0

S

==
Il

Variansen kan beréknas enligt V(X) = E(X?) — (E(X))Z, ty

V(X)=E ((X - E(X))z)
= E(X? = 2XE(X) + (E(%)°)
= E(X?) — 2E(X)E(X) + E ((E(X))z)
= E(x?) - (EX))".



For att harleda variansen behovs alltsd E (X?).

F(X?) = Z k2 ()Pt - p

=Z(k2 k+k)-(3)pea—p)n*
= Y k=1 () pEa-pr 4 Y k- () pta - prk
k=1 k=1

Den senare summan blir enligt ovan np och pa liknande sétt kan det visas att den
forsta summan blir n(n — 1)p? men det lamnas som 6vning till lasaren, sa att
variansen for en binomialfordelad variabel blir V(X) = n(n — 1)p? + np —

(np)? = n((n — Dp? + p — np?) = np(1 — p).

Ibland kan stokastiska variabler, sa kallade kontinuerliga stokastiska variabler,
anta varden pa ett intervall. Variabelns olika utfall ligger da oandligt tatt och
sannolikheten att ett givet utfall ska intraffa kommer vara noll. Alltsa kommer det
inte existera nagon sannolikhetsfunktion. Teori och praktik gar inte alltid hand i
hand, for i praktiken kommer det inte existera nagra riktiga kontinuerliga
stokastiska variabler, eftersom att oavsett hur noggranna matningar som gors
kommer de méjliga utfallen vara upprakneligt manga. Trots det ar det valdigt
anvandbart att se att utfallen utgor ett helt kontinuum av vérden, och anledningen
till det ar att det oftast ar lattare att integrera an att summera [11].

Definition 2.1.2.6. En stokastisk variabel X s&gs vara kontinuerlig om det finns en
funktion fy (x) sa att det for alla mangder A géller att

P(Xe€eA) = ffx(t) dt.
A

Funktionen fy (+) kallas for den stokastiska variabelns tathetsfunktion.

Kontinuerliga stokastiska variabler foljer olika sannolikhetsfordelningar, ibland
bara fordelning. En sannolikhetsfordelning &r som en slags beskrivning, ofta en
funktion, av hur sannolika de olika utfallen i ett givet utfallsrum ér.

Om alla utfall i ett utfallsrum &r lika sannolika, sdgs den stokastiska variabeln
folja en likformig férdelning.



Definition 2.1.2.7. Om den stokastiska variabeln X har tathetsfunktion

1

) =1b—a oma<x<b
0 annars

ségs X vara likformigt fordelad.

I slumpmassiga forsok dér fler &n en storhet ar av intresse kallas variablerna
flerdimensionella stokastiska variabler.

Definition 2.1.2.8. En n-dimensionell stokastisk variabel ar en funktion
(X1, X5, ..., X,,) definierad pa ett utfallsrum Q och som antar varden i R™.

Precis som i det endimensionella fallet s& finns det tathetsfunktioner for
flerdimensionella stokastiska variabler.

Definition 2.1.2.9. Om det finns en funktion fy _x (x4,...,x,) sadan att

P((Xl, ., X,) € A) = f f fxpx, (X15 e, X)) dxq o dxy
A

for alla A sdgs den n-dimensionella stokastiska variabeln (X;, X5, ..., X;,) vara
kontinuerlig och fx,  x, (x1, ..., xy) & den simultana tathetsfunktionen for

(X1, X5, o, Xn)-

Om variablerna ar oberoende fas den simultana tathetsfunktionen som produkten
av respektive variabels tathetsfunktion fy _x (x1,...,%n) = fx, (x1) - ...t fx ().

| manga situationer finns det ett intresse att veta hur en féljd, en stokastisk

process, av stokastiska variabler beter sig vid upprepade slumpférsok, och genom
att modellera en viss héndelse som en stokastisk variabel med lamplig férdelning

kan modellen anvandas for att analysera handelsen beroende pa vad som &r av

intresse. Om ett slumpforsok upprepas tillrackligt manga ganger for en stokastisk

variabel, kommer det aritmetiska medelvardet av dessa observationer med stor

sannolikhet ligga ndra stokastiska variabelns vantevérde, enligt lagen om de stora

talens lag. Uttrycket "det jamnar ut sig i det langa loppet” sags under vissa
omsténdigheter motsvaras av lagen. Men innan behovs ett resultat, Chebyshevs
olikhet, for att kunna bevisa satsen [4].

Lemma 2.1.2.1. (Chebyshevs olikhet). Lat X vara en stokastisk variabel med
andligt vantevarde u och standardavvikelse o. Da galler, for varje a > 0, att

0.2
P(X—pul=a)< e



Bevis. Anta att X ar kontinuerlig. Fran definitionen av varians fas att
o= [ - wrreods

- [ eewredcr [ - wrwds
[x—ul<a

|x—ulza

20+a2j f(x) dx

[x—ulza

=a?P(|X — u| = a).

vilket bevisar olikheten.

Sats 2.1.2.2. (De stora talens lag). Lat X;, X, ... vara en foljd av inbordes
oberoende stokastiska variabler. Om vantevardet ar u = E(X;) och

standardavvikelsen o = \/V (X) ar andligt. Lat X,, = X, X;/n ar medelvardet
av de n forsta variablerna. Da galler for godtyckligt € > 0 att

lim P(|X,,—u| >€) >0, din—> .
n —oo

Bevis. Betrakta den stokastiska variabeln X,,. Dess medelvarde respektive
standardavvikelse ar E (X,)) = p och /V(X,) = \% L&t & > 0 vara fixt. Med
Chebyshevs olikhet (lemma 2.1.2.1) fas att

_ VX, o?
P( X, —ul >e) < 2 pe?

och dd n — oo, kommer P(|X,, — u| > €) ga mot noll, vilket bevisar satsen.
i

Korollarium 2.1.2.1. (Bernoullis sats). Betrakta en f6ljd oberoende upprepningar
av ett forsok dar handelsen A intraffar med sannolikhet P(A) i ett enskilt forsok.
Da konvergerar den relativa frekvensen for A mot P(A) da antalet forsok gar mot
oandligheten.

Bevis. Lat X, := x,(4), alltsa en indikator for handelsen A i forsok k. Da ar yu =
E(X,) = E(xx(A) =1-P(A) +0-P(A*) = P(A) och X,, ar den relativa
frekvensen. Stora talens lag (sats 2.1.2.2) bevisar darfor satsen.

2.1.3 Centrala gransvardessatsen och en generalisering
Ett av sannolikhetsteorins viktigaste resultat, ar Centrala gransvardessatsen [4]. |

De stora talens lag (sats 2.1.2.2) visades att medelvardet for en foljd av stokastiska
variabler konvergerar i sannolikhet mot vantevardet da n — oo, om variablerna
har samma medelvérde och standardavvikelse. Nu laggs fokus pa hur



fordelningen for X,, — u blir ndr n vaxer, under antagandet att alla variablerna
foljer samma fordelning.

Sats 2.1.3.1. (Centrala gransvardessatsen). Lat X;, X,, ... vara oberoende och
likafordelade stokastiska variabler med E (X;) = u och att standardavvikelsen

JV(X) = o ar andligt. Lat sedan X, :== ¥, X;/n. For godtyckliga a < b galler
da att

P<a<g()?n—u)<b>—>fb(b)—fb(a), ddn - o

dar @ ar fordelningsfunktionen fér N(0,1).

Bevis. For ett bevis av centrala gransvardessatsen hanvisas lasaren till nagon bok i
sannolikhetsteori, forslagsvis [4].

Centrala gransvardessatsen ar mycket anvandbar, da det foljer att om n &r
"tillrackligt stor” kommer medelvérdet X,, approximativt vara normalférdelad
— appr o
somX, ~ N (“'ﬁ
Vn(X,, — w) konvergerar i fordelning till N(0, o) [12].

) [4]. Ett annat sétt att uttrycka det pa ar att sdga att

Definition 2.1.3.1. En sekvens av stokastiska variabler X;, X,, X3, ... Sags
konvergera i fordelning till en stokastisk variabel X om

lim Fy (x) = Fx(x),
n— oo
i alla punkter x dar Fy(x) ar kontinuerlig.

En starkare form av konvergens &r konvergens i sannolikhet.

Definition 2.1.3.2. En sekvens av stokastiska variabler X;, X,, X5, ... S&gs
konvergera i sannolikhet till en stokastisk variabel X om, for varje € > 0, géller
att

lim P(|X,, —X|<¢e)=1.
n— oo

Konvergens i sannolikhet implicerar alltid konvergens i fordelning, men
omvandningen galler bara i specialfall [12].

Sats 2.1.3.2. Sekvensen av stokastiska variabler X;, X,, X5, ..., konvergerar i
sannolikhet till en konstant u om och endast om sekvensen ocksa konvergerar i
fordelning till u.

Sats 2.1.3.3. Antag att X, X,, X3, ... konvergerar i sannolikhet till en stokastisk
variabel X och att g ar en kontinuerlig funktion. Da kommer
9(X1),9(X3),g(X3), ... konvergera i sannolikhet till g(X).



Bevis. For ett givet ¢ > 0 finns det ett § > 0 sa att

|Xn = X[ <6 = [g(Xn) —g(X)| <e.

Enligt antagande fas att P (lim X, — X| < 5) = 1, vilket ger att
n—>00

P (A@golg(xn) —gX)| < s) = 1 och ddrmed &r satsen bevisad.

Definitionerna av konvergens tillsammans med Slutskys sats, som presenteras pa
nasta sida, leder till en anvandbar generalisering av centrala gransvardessatsen.

Sats 2.1.3.4. (Slutskys sats). Om X,, — X i fordelning och Y,, = c i sannolikhet,
déar c &r en konstant, da géaller

() Y, X,, = cX ifordelning
(n X, +Y, = X + c ifordelning.

Bevis. For fullstandigt bevis vénligen se exempelvis [13]. Beviset bygger pa att
visa att (X,,, Y;,) konvergerar i fordelning till (X, ¢) fér sedan anvanda en sats
(som gar under namnet continuous mapping theorem) som sager att om X,
konvergerar i férdelning till X kommer g(X,,) konvergera till g(X) i férdelning
om g &r en kontinuerlig funktion.

Den senare satsen kan da anvandas genom att satta funktionen till g(x,y) = x +
y och g(x,y) = xy, som da kommer att bevisa Slutskys sats.

Centrala gransvardessatsen dar inte alltid mojlig att anvanda eftersom den inte
sager nagonting om hur sekvensen av stokastisk variabler beter sig om sekvensen
bestar av en funktion g(X,,) och inte bara av X,,. Nagot mer behovs:
Deltametoden. Deltametoden bygger pa att funktionen g Taylorutvecklas kring u
till forsta ordningen [12].

Sats 2.1.3.5. (Deltametoden). Lat X,, vara en sekvens av stokastiska variabler
som uppfyller att vn(X,, — u) — N(0, o) i fordelning. For en given funktion g
och for ett specifikt varde pa u, anta att g’ (u) existerar och ar nollskild. Da
galler att

Vnlg(Xn) — g(w)] - N0, g’ (u)o)

konvergerar i fordelning.



Bevis. Genom att anvanda Medelvardessatsen (se [14]) fas att (d.v.s. en
Taylorutveckling av g (X;,) kring u) ger att

9Xn) =g +g' (DX, — 1)
for nagot ji som ligger mellan X,, < i < p.

Enligt antagandet konvergerar X,, — u i fordelning, och sats 2.1.3.2. ger da att
X, — p aven konvergerar i sannolikhet. Eftersom ji stangs in mellan X,,och u
kommer aven ji — u i sannolikhet. Enligt sats 2.1.3.3. fas att g (@) —» g(u) i
sannolikhet.

Taylorutvecklingen kring u kan skrivas om och multipliceras med v/n till

Vnlg(X,) —gW] = g'(1) - vn (X, — )

Eftersom /n(X,, — 1) - vn(X — ) i férdelning enligt antagande och g (i) -
g(w) i sannolikhet kan del (1) i Slutskys sats (sats 2.1.3.4) anvandas, sa att
g'(@ vV Xn—p) = g'W - Vn (X —

i fordelning, det vill sdga

Valg(X,) —gW] = g'(w) -Vn (X — )

konvergerar i fordelning, vilket bevisar satsen.

Som redan namnt bygger Deltametoden pa Taylorutveckling, och variansen gar
att hérleda fram. Nedan visas harledningen for fallet med flera variabler.

Anta att X = X, ..., X, ar stokastiska variabler med medelvérde u = py, ..., t.
Anta aven att det finns en deriverbar funktion g(u), alltsa en estimator for nagon
parameter och syftet ar att bestdmma en approximation av estimatorns varians.

o

Lat

, d
9i (”) = a_xig(x) |x1=u1,...,xk=uk-

Forsta ordningens Taylorutveckling av g kring u ger

k
900 = g + Y g/ (W) xi — ) + rest
i=1

I och med den statistiska anvandningen av polynomet gar det att tanka att resten ar
forsumbar [12]. Eftersom syftet &r att finna variansen for funktionen, ar det
lampligt att borja med att ta fram funktionens vantevarde.



k
E(gX) = gw) + Z gi(WE(X; — w)) = g(w),

eftersom X; har medelvarde y;. Enligt definition 2.1.2.5. fas variansen som

v(g0) ~ E (9% — gw)°)

k
~E <Z g (WE(X; — ﬂi)))

k

= (gi@) V) +2 Y giwg; (w)Cov(X, X)

i=1 i>j

2

dar Cov(-) ar kovariansen, och sista steget fas av variansoperatorns rakneregler
for linjarkombinationer, se [4].

Resultatet stimmer med Deltametoden, for om k = 1, sa att det bara ar en

variabel, kommer andra summan ge bidrag noll. Med ovanstaende harledning fas
att vantevarde och varians for X fas som E(g(X)) ~ g(u) och

V(g(X) ~ (g’ W) V(X).

For en kvot mellan tva stokastiska variabler X; och X, fas med ovanstaende
harledning av variansen som

(%) <
X, Ux,

Dar uy, och py, ar vantevardet for respektive variabel och kvoten skattas med
_ Bxq

funktionen g(ux,, ux,) = .
2

De partiella derivatorna for funktionen blir féljande,

d _ 1
d Ux
a—ng(Hxllltxz) = _11_;2(:'

Fran detta fas, med harledningen ovan, att

X 1 % 1
% (-1) ~ V() + 2y (x,) +2— <—“—’2(1> Cov(Xy,X;)
X2/ Uy, Hx, Hx, \ Hx,
2
_ (&) (V(X1) n V(X2) 19 Cov(Xy, X;) >
Hx, ,U)zgl .U)Z(Z Ux, Ux, '

Notera att om X, ar konstant, fas att VV(X;) = 0 samt att Cov(X;,X,) = 0.



Det kommer visa sig senare i arbetet att variansen for funktionen f(u) = i

behovs, lat funktionen estimeras med f(X) = %,f’(X) = —é. Da fas enligt ovan

att E (%) ~ %och % (%) ~ (%)4 V(X).

2.2 Statistisk inferens

Sannolikhetsteorin syftar till att utifran en given sannolikhetsmodell forsoka
forutse utfallen i olika slumpforsok eller bestéamma med vilken sannolikhet olika
handelser kommer att intraffa. For statistisk inferens galler det omvéanda, utifran
ett eller flera slumpforsdk dnskas information om den underliggande
sannolikhetsmodellen.

2.2.1 Estimatorer

Att skatta, eller estimera, olika parametrar ar ett satt att fa information om
parametrarna. Att skatta = handlar om att forséka fa en uppfattning om
konstantens storlek, alltsa att bestimma sa manga korrekta decimaler som mojligt.
Skillnaden mot att skatta en (oké&nd) parameter och r dr att i det senare fallet finns
det ett ként svar, det ar latt att kontrollera om skattningarna ar bra vilket det inte
alltid ar vid annan form av inferens. Sa syftet med att hitta stokastiska processer
som kan ge skattningar pa m ar inte att forsoka sla rekord i antal kanda decimaler,
det finns betydligt mer effektiva metoder for det, utan det handlar om
matematikerns vetgirighet och att det gar att skatta = med hjalp av slumpen [4].

Definition 2.2.1.1. En skattning, 8 = 8(X), av 6 &r en funktion av stickprovet X.
Skattningen, eller estimatet, 4r en observation av estimatorn 6(X).

Vid en jamforelse mellan olika skattningar &r det tva delar som avgor vilken
skattning som ar "bast”. En bra skattning skattar korrekt varde pa parametern och
skattningens slumpmaéssiga variation &r liten.

Definition 2.2.1.2. Om 8 och 8, &r vantevardesriktiga skattningar, det vill sdga
E(8) = o for alla mojliga parameterskattningar, och V(8,) < V(8,) for alla
méjliga skattningar och att det for nagot 6 &r strikt olikhet, sags 8, vara
effektivare an 6,.

Alltsa, ju mindre variansen ar, desto effektivare (battre) kommer skattningen vara.

Som tidigare ndmnt klassas problem som Buffons problem som Monte Carlo-
metoder. Dessa metoder har som fordel att de ar latta att implementera med
simuleringar i datorer, men de konvergerar langsamt. | exempelvis Buffons
problem ger en miljon upprepningar bara omkring 4 korrekta decimaler [7]. Sa
alltsa, det kravs ett stort antal forsok for att fa en nagorlunda bra skattning pa
med dessa metoder.



2.3 Buffons problem
Som néamnts i inledningen formulerade Buffon ett problem vars 16sning kan
anvéndas for att skatta z. Problemet kan formuleras som [15]:

”Anta att vi har ett monster av ekvidistanta parallella linjer (se figur 1). Lat b
vara bredden mellan tva parallella linjer och £ < b ar nalens langd. Nalens
position kan bestdmmas genom avstandet y fran nalens mittpunkt till den narmsta
linjen samt den spetsiga vinkeln 8 som skapats mellan nalen och en linje genom
nalens mittpunkt som ar parallell med de 6vriga linjerna. Vad ar sannolikheten
att nalen korsar en av linjerna?”

Figur 1 Monstret med ekvidistanta parallella linjer som avses i Buffons problem, genom att
berakna sannolikheten att en ndl med langd £ < b landar pd monstret sa att nalen korsar en linje
kan 7 skattas genom upprepade forsok.

Genom att upprepa forsoket kommer relativa frekvensen av antal tréffar att, i
enlighet med Bernoullis sats (korollarium 2.1.2.1), ga mot den sanna
sannolikheten att nalen traffar linjen. Den teoretiska sannolikheten for att nalen
ska traffa en linje berdknas i avsnitt 3.1.

2.4 Buffon-Laplaces problem
Buffon fortsatte att formulera problem som kan anvandas till skattningar av . Ett
annat problem &r foljande:

”Anta att vi har ett monster av kongruenta rektanglar (se figur 2) med sidorna a
och b och anta vidare att £ < min(a, b) ar nalens langd. Vad &r sannolikheten
att nalen korsar minst en av linjerna?”

a
e E—

Figur 2 Monstret med kongruenta rektanglar som avses vid Buffon-Laplace problem, genom att
berakna sannolikheten att en ndl med langd £ < min(a, b) sa att den korsar minst en linje kan =
skattas genom upprepade forsok.



Det sags att Buffon publicerade en lsning pa problemet i sin bok i slutet pa 1700-
talet, men I6sningen inneholl nagra fel. 1 borjan pa 1800-talet I6ste Laplace
problemet korrekt [3].

Hur ser kopplingen ut mellan Buffons problem och Buffon-Laplaces problem, gar
det att se ett kast i det senare problemet som tva kast i det forsta problemet?

2.5 Kasta pil-problemet

Ett liknande problem som problemen Buffon formulerade &r en darttavla med en
cirkel med radien r &r inskriven i en kvadrat med sidan 2r. ”Vad &ar sannolikheten
att en pil som kastas mot tavlan traffar innanfor cirkeln?”.

Genom att satta ihop manga tavlor blidas ett monster (se figur 3) likt monstren i
de tva tidigare problemen med inskrivna cirklar och genom att besvara fragan
ovan kan r skattas [16].

000
OO

Figur 3 Monstret med inskrivna cirklar i kvadrater med sidan 2r t som avses i Kasta pil-
problemet. Genom att berékna sannolikheten att en pil traffar inuti en cirkel kan 7 skattas genom
upprepade forsok.

2.6 Problemen i hogre dimensioner
Vad hander om dimensionen gar fran tva till hogre dimensioner? Gar det att skatta
r utifran modeller i hogre dimensioner?

2.6.1 Buffons problem i 3 dimensioner

Vad hander med Buffons problem i en dimension hogre? Med tva parallella plan
med avstand b, och ponera att istallet for en nal med langd ¢ sa kastas en
cirkelskiva med diameter £. Vad hander da, gar m att skattas, och i sa fall vad &r
sannolikheten att cirkelskivan korsar ett plan?

2.6.2 Kasta pil-problemet i 3 dimensioner

Vad hander om kasta-pilproblemet skalas upp till ett tre dimensionellt problem.
Den inskrivna cirkeln ersétts av ett klot med radie r som ar inskrivet i en kub med
sidan 2r. Analog med problemformuleringen bor problemet i 3 dimensioner
formuleras som sa att ”Vad ar sannolikheten att en dator slumpmassigt genererar
fram en koordinat som befinner sig innanfér klotets yta?”.



Eftersom klotets volym fas som

_Anr®

=—
kommer sannolikheten for traff kunna beraknas pa liknande sétt som i det 2
dimensionella problemet.

2.6.3 Kasta pil-problemet i k dimensioner
Volymen for en boll med radien r i k dimensioner som &r centrerad i origo fas
som [10].

k/2 pk

(k/2)!

Faktultetsfunktionen &r definierad for heltal, och det inses latt att for varje udda k
kommer nd&mnaren inte bli ett heltal. Genom att anvanda Gammafuntionen I'(x)
kan det problemet hanteras. For alla positiva reella tal x definieras x! =

I'(x + 1) och sérskilt att '(1/2) = v/m. Det hér betyder att for alla jamna
dimensioner kommer volymen for en boll ges som ovan, medan for udda
dimensioner kan volymformeln skrivas om till

V(0,r) =

2 (k+1)/2 1 (k=1)/2 1.k

k (k—2)! ’

Viudda(0,7) =

dar ! &r semifakultet. Motsvarande k-kub i det k-dimensionella rummet kommer
ha volymen Vi, = (2r)%.



3 Resultat
| detta kapitel kommer de olika problemen som presenterades i Avsnitt 2.3-2.6 att
I6sas och sedan avslutas kapitlet med att modellerna i respektive problem jamfors.

3.1 Buffons problem
| Buffons problem fas tva stokastiska variabler; Y som anger avstandet y fran
nalens centrum till narmsta linjen, och y antas vara likformigt fordelad pa

intervallet [0, g] och © som betecknar vinkeln 8 mellan nalen och den parallella
linjen som 16per genom nalens mittpunkt. Aven 8 ar likformigt fordelad, men pa
intervallet [0, E].

2

h J

Figur 4 Buffons problem. Tva parallella linjer med avstand b och en nal som landat med avstand

y fran linjen samt med vinkeln 8 mot den streckade linjen som gar genom nalens centrum och &r
parallell mot évriga linjer.

De tva stokastiska variablerna Y och ® kommer ha tathetsfunktionerna som anges
nedan, eftersom de ar likformigt fordelade pa respektive intervall.

2 aao<y<?
fY(y) P annars
0
©) - 2 aw0<o<%
f@) B 7(:)[ annars

Nar nalen landar kommer nalens position, det vill siga avstandet till narmsta linje
och med vilken vinkel nalen har (se figur 4) vara oberoende av varandra. Eftersom
Y och © dr oberoende av varandra kommer deras simultana tathetsfunktion ges
som

(,0) — 4 aaos<y<l o<o<?
fre(.0) = b(;r annars

For att svara pa fragan i Buffons problem behovs forst fragan ”nar korsar nalen en
= - 7] 9 - 9 t . o . o
linje?”” besvaras. Nalen kommer korsa en linje om avstandet 5 sin 6 ar storre an y
(se figur 5).



Figur 5 Avstandet y som anger avstandet fran nalens centrum och narmsta linje samt avstandet
e . o e e I o H -
5 sin 6. 0Om det senare avstandet ar langre an y kommer nalen korsa linjen.

Enligt definition 2.1.2.9 &r sannolikheten att nalen traffar

Pt = [ [ frow.0)dydo
=0y=0

Om forsoket med att kasta nalar upprepas tillrackligt manga ganger kommer den
relativa frekvensen att nalen korsar en linje att ga mot den sanna sannolikheten,
enligt Bernoullis sats (korollarium 2.1.2.1). Lat darfor n vara totala antalet kast,
da ar

Zitz;+ 0tz

Pr(traff) = =——> -

= _ 1 om traff
dér z; = {0 annars.

Eftersom P (traff) gar mot den sanna sannolikheten P (triff), kan dessa
sannolikheter satts lika med varandra och genom att l6sa ut 7, fas en estimator till
T Som

24n
b(zy+ - +2z,)

T =



Lat Z vara den stokastiska variabeln som anger traff eller inte. Da kommer Z vara
binomialfordelad med parametrar

z~Bin 21)

in|n, o)

Eftersom den stokastiska variabeln Z ar i namnaren sa beraknas variansen for

7 med hjalp av Deltametoden (sats 2.1.3.5) och sats 2.1.2.1. och da fas variansen
for T som

V(@) = 4n?[? v <l>

b2 VA
4
4an?l%2 | 1 21 ( 21)
~——| — | n— ——
bz \, 2L b b
bm
_4nzl2 b3m3 ( Zl)
b2 n38es3 br
_112 br (1 2€>
T n2¢ bt
_nz (bn 1)
T n \21

Det inses att V () inte kan bli noll, da ¢ < b enligt antagande, men genom att lata
n — oo minimeras variansen,

w2 (bn 1)_0
n—r>r010‘l’l Zl o

3.2 Buffon-Laplaces problem

| Buffon-Laplaces problem tillkommer ytterligare &n stokastisk variabel, X,
forutom Yoch © som redan fanns i Buffons problem. Anledningen &r att nu har
nalen annu en linje att forhalla sig till nar nalens position bestams. Skillnaden mot
Buffons problem ar att nu ar monstret nalen kastas mot ett rutnat, parallella linjer
bade vertikalt och horisontellt. Variabeln Y anger som tidigare avstandet y fran
nalens mittpunkt till narmsta horisontella linje och X anger avstandet x fran
mittpunkten till narmsta vertikala linje (se figur 6). Avstandet mellan de

horisontella linjerna &r b sa y ar likformigt fordelad pa intervallet [O, g] och
avstandet mellan de vertikala linjerna ér a, sa x ar likformigt fordelad pa
intervallet [0, %] Som tidigare anger © vinkeln 8 mellan nalen och den parallella
linjen som I6per genom nalens mittpunkt och som innan &r @ likformigt fordelad
pd intervallet [0, g]
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Figur 6 Buffons-Laplaces problem. En rektangel med sidan a och b och en nal som landat med
avstand y fran den horisnotella linjen samt avstand xfran den vertikala linjen. Nalen har landat
med vinkeln 8 mot den streckade linjen som gar genom nalens centrum och &r parallell mot de
horisontella linjerna.

De stokastiska variablerna Y, X och ® kommer ha tathetsfunktionerna som anges
nedan, eftersom de ar likformigt fordelade pa respektive intervall

2 a0s<x<y
fX(x) I annars
0
) - 2 dwo0<y<s
fY y) Rk annars
0
©) - 2 di0<6 <7
f® B g annars

Med samma resonemang som i Buffons problem kommer Y, X och © att vara
oberoende av varandra, varfor ocksa de har den simultana tathetsfunktionen

: 9)_i a0 <x<%0<y<2 0<o<7
fX,Y,@ XY, = ngb annars

Nar nalen kastas finns det tre mojliga utfall; att nalen inte korsar nagon linje eller
att nalen korsar en eller tva linjer. For att besvara fragan ”vad ar sannolikheten att
nalen korsar minst en av linjerna?” kan Komplementsatsen (sats 2.1.1.2.)
tillampas, dar komplementet till att nalen korsar minst en linje &r att nalen inte
korsar nagon linje alls. Nalen kommer inte korsa nagon linje om avstanden till

respektive linje fran nalens mittpunkt ar x > gcos 6 samt att y > gsin 0 (se figur
7).
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Figur 7 Avstandet y som anger avstandet fran nalens centrum och narmsta horisontella linje samt
o L . o o o o I .
avstandet - sin 8 och avstandet x som anger avstandet fran nalens centrum till ndrmsta vertikala

- o ¢ L . ¢ - " .
linje och anstandet 5 cos 6.0m 5 sin 6 och/eller 5 cos 6 &r langre an y respektive x kommer

nalen korsa linjen.

Avstanden x, y kommer var uppat begransade av respektive intervall. Alltsa fas
sannolikheten att nalen inte korsar nagon linje som, enligt definition 2.1.2.9,

a
2
j fX,Y,@ (xr y: 9) dx dy d@

'3
y= Esm 7] x—icos 0

E E
f f —dxdyd@

6 y—gsmex— cos @

T

_ 8 9) (L~ Leino) ao
_an COS ) 251n

f
2],

P(ingen traff) =

g%l\’lﬁ g\[\-’lﬁ
'\Mw

b —afsin® — bl cosB + £% cos @ - sinH) db

i T
. £? cos 2012
ab9+a€cos@—b{’sm0—T

abm be £2 P £2
o
(@—{’(a+b)+€2>

20(a+b) — fz
wab

T
2
abm
2
abm




Sannolikheten som skulle berdknas var att nalen korsade minst en linje, sa enligt
Komplementsatsen (sats 2.1.1.2) fas att

P(traff) = 1 — P(ingen traff)
_q (1 2¢(a + b) —£2>

mab
B 2¢(a + b) — 2
N mab '

Som tidigare, om forsoket med att kasta nalen upprepas tillrackligt manga ganger
kommer den relativa frekvensen att nalen korsar en linje ga mot den sanna
sannolikheten att nalen korsar en linje, sa att en estimator till = fas som

n(2¢(a + b) — £?)
ab (zy + -+ z,)

T =

dar n anger totalt antal kast och z; definieras som tidigare (oberoende om nalen
traffar en eller tva linjer),

. ( 2¢(a+b) — £’2>

Z ~ Bin| n, .
nab

Variansen for # fas precis som tidigare, enligt Deltametoden (sats 2.1.3.5) och

med sats 2.1.2.1, som

. (@ta+b)—n\* 1
V@) = ( ab ) V(E)
(2¢(a+b) —£?)*n? / 1\*
_ (2L(a+b)—£2)n* 1 .
B (ab)? n3p3 1=p)
1
= (1-p)
n(ab)z (T[C?;b)z
m? /1
- G-1)

w2 mab

:ngaa+m—w2_1)

Det inses att variansen inte kan bli noll, eftersom

mab
2¢(a + b) — £?
mab = 2¢(a + b) — £2
¢ =(a+b)++(a+b)?— mab.

—1=0




Om a = b fas att

£ =2b++/(2b)? — rth?
2=2b+|bVa—n,

dar bada losningarna inte uppfyller kravet att £ < min(a, b). Sa for att minimera
variansen maste antal forsok okas.

Anmarkning: Om sidan a valjs oandligt bred sa blir sannolikheten for traff

2¢(a + b) — £?
lim P(traff) = lim ( )
a— oo a—oo T[ab
o 2¢(a+b) 2
R mab nab
20 (1 + g) 22
= lim —
a— h wab
B 2¢
b’

vilket &r samma som i Buffons problem, det vill sdga Buffons problem é&r ett
specialfall av Buffon-Laplaces problem, dér sidan a valjs oandligt bred.

3.3 Buffon-Laplace-kast som Buffon-kast
Gar det att se ett kast med nalen pa rutnatsmonstret (Buffon-Laplace problem)
som tva stycken kast pa ménstret med parallella linjer (Buffons problem)?

Ett kast vid Buffon-Laplaces problem har tre mojliga utfall (se figur 8);

1. Nalen traffar ingen linje
2. Nalen traffar en linje
3. Nalen traffar tva linjer

e
)
/2

b \\-\\-\

1

/

&
L J

a

Figur 8 De mojliga utfall som finns i Buffon-Laplaces problem: nalen korsar noll, en eller tva
linjer.



Sannolikheten att nalen inte traffar nagon linje beréaknades i avsnitt 3.2 Buffon-
Laplaces problem, och dar erhélls sannolikheten

20(a + b) — £2

P(i traff) = 1 —
(ingen traff) —

Kvar att berakna ar sannolikheten for att nalen korsar en linje samt tva linjer. Det
récker att berékna en av dessa, eftersom de tre utfallen utgér hela utfallsrummet
och tillsammans summerar dessa sannolikheter till 1 enligt Kolmogorovs axiom 2
och 3. Eftersom nalen kan korsa en linje pa flera satt (antingen korsar den en
vertikal eller en horisontell linje) &r det lttare att berdkna sannolikheten att nalen

korsar tva linjer. Om nalen landar sd att x < gcos fochy < g sin 8, kommer
nalen att korsa tva linjer. Alltsa fas sannolikheten som, enligt definition 2.1.2.9,

(SIS

sin 6 fcosG

J- J- fxye(x,y,0) dxdy do

y:

P(tva triffar) =

”\Nln

(SIS

sin 6 gcose

J- j —dxdyde

y=0 x=0

T

Il
CAENE

0

_8 j{) 0 L 6 do
=5 | zCos0-5sin

™
2
2 j £? sin 29
ab
0

B 2 [ cosZH]g
2

Sannolikheten att nalen traffar en linje fas som

P(en traff) = 1 — P(ingen traff) — P(tva traffar)
2¢(a + b) — 2 £?
=1—<1— (@+h) >—

mab ab




2¢(a + b) — £ £?
nab  mab
2¢(a + b) — 242
- mab '

Lat ¢; vara den stokastiska variabeln som anger antalet linjer som nalen korsar vid
kast i. Sannolikhetsfunktionerna for ¢ for k = 0, 1, 2, fas som

2¢ b) — ¢2
P =PG=0)=1- 2D
o 2e(a+b) -2
pe(D)=PE =1 ="———F——
2 =P =2) =
p;(2) =P({ = )—ﬂ-

Forvantat antal traffar berdknas enligt definition 2.1.2.5. som

He=E@ = ) k- pe(k)
k=0

=0 pe(0) + 1+ pe(1) + 2+ p(2)
_20(a+b) —2£% +2¢7

B mab

B 2¢(a+ b)

)

ab
samt med variansen
o? =V() =EQ> - (EQ)

_20(a+b)+282  (20(a+b)\
B mab '

ab

Enligt Centrala gransvardessatsen (sats 2.1.3.1.) kommer den stokastiska
variabeln ¢, som da anger totalt antal traffade linjer, approximativt vara

normalférdelad med parametrar nu; och vnoy, alltsa

{ oo N(nug, \/ﬁag).

Tidigare berdknades sannolikheten for traff i Buffon-Laplaces problem till

2¢(a+ b) — 2

P (traff) = p——



Da fas en estimator pa 7 som

n(2¢(a + b) — £?)
ab ({14 +4)’

dér ¢; ar antalet traffade linjer i kast i.

T =

Variansen pa 7 blir foljande

. (@e@+b)—n\* 1
v = ( ab ) v (Z)
2ea+b)—5n\* 1,
(eespmeny
(nue)
<(2£’(a +b) — 4)2))2 11
~ — o,
ab n(#()4 ¢

3.4 Kasta pil-problemet

| kasta pil-problemet &r forfarandet lite annorlunda fran tidigare problem, men
valdigt snarlikt. Skillnaden ligger i att pilen som tréaffar tavlan inte beror av ndgon
vinkel som nalen i tidigare problem har gjort. Pilens position kommer att
bestdmmas av tva stokastiska variabler X och Y som anger avstandet x till narmsta
vertikala sidan pa kvadraten och y som anger avstandet till narmsta horisontella
sida. Bade x och y ar likformigt fordelade pa intervallet [0, 7]. Cirkel har radien r,
sa att kvadratens sida ar 2r (se figur 9). Ett forsok raknas som "traff” om pilens
spets tréffar innanfor cirkelns rand.

&~
¥

2r

Figur 9 Kasta pil-problemet. En cirkel med radien r &r inskriven i en kvadrat med sidan 2r. Ett
kast réknas som traff om pilen traffar innanfor cirkelns rand.

Problemet kan I9sas enligt den klassiska sannolikhetsdefinitionen (se [11]) som &r
att genom att berdkna den gynnsamma arean, cirkelns area, och dividera den arean



med den totala arean fas sannolikheten att det gynnsamma ska intréaffa (d.v.s.
pilen traffar i detta fall),

2

Acirkel nr T
P(traff) = = =—
(trafh Atotal (2r)?2 4

Forutom att anvanda den klassiska sannolikhetsdefinitionen kan sannolikheten att
pilen traffar innanfor cirkeln beraknas pa samma satt som i de tidigare problemen
— med de tva stokastiska variablernas simultana tathetsfunktion, se nedan.

Anta att cirkeln har centrum i origo. Da fas cirkelns ekvation som x? + y? = r2,
De tva variablerna (x,y) anger pilens position i forsta kvadranten (p.g.a.
symmetri racker det med en kvadrant). Variablerna x, y fordelas likformigt samt
oberoende av varandra pa intervallen x,y € [0, 7].

Som tidigare kommer de stokastiska variablerna Y, X kommer att ha
tathetsfunktionerna som anges nedan, eftersom de &r likformigt foérdelade,

(Y d@aos<x<r
fX(x)_ r annars
0
) = 1 daos<ys<r
fY y)= 6 annars

sa att den simultana tathetsfunktionen fas som produkten
fxy. (6, y) = fx(x) - fy(¥), pad grund av att x och y &r oberoende,

o y) = 1 d@ao<x<ro<y<r
fxy,(2y) = r02 annars

Kastet raknas som traff om x2 + y? < r2, for att pilen ska traffa innanfor cirkeln.
Genom ett byte till polara koordinater fas att

X = Rcos#f

y =Rsinf
dirO<R<r0<6< g Sa att sannolikheten att pilen traffar innanfor cirkeln
beréknas som

P(traff) = f f fer(y) dxdy

y:O X=
/2

1
= j f—szRde
r

6=0 R=0

r Vri-y?
0



Med samma resonemang som innan kommer den relativa frekvensen for traff att
narma sig den verkliga sannolikheten om férsoket upprepas manga ganger. En
estimator till = fas som,

4(zy + -+ 2,)
n )

7 =
dar n anger totalt antal kast och z; definieras som tidigare.
i T
Z ~ Bin (n, Z)

Det ar en liten, men viktig, detalj som skiljer estimatorn for 7 i kasta pil-
problemet mot estimatorerna i Buffons olika problem, den stokastiska variabeln Z
aterfinns nu i taljaren och inte i ndmnaren som tidigare, vilket férenklar
variansberakningarna avsevart. Variansen for # fas som

16
V@) = — V(@)

220203
4
-2 (-9

det inses att variansen aldrig kan bli noll, men genom att latan — oo minimeras

variansen,

3.5 Buffons problem i 3D

| Buffons problem i 3D kommer det finnas tva stokastiska variabler som &r av
intresse, Y som anger avstandet y fran nalen centrum till narmsta plan och ® som
anger vinkeln 8, dar bada variablerna kommer vara likformigt fordelade pa

intervall [O, g] samt[o, %] Anta att avstandet mellan planen ar b och cirkelskivan

har diameter £. Cirkelskivan kommer korsa ett plan om gsin 6 > vy (se figur 10),

och dd inses det att det & samma forfarande som i det tvd dimensionella fallet, se
avsnitt 3.1 for motsvarande I6sning av ursprungsproblemet.



Figur 10 Buffons problem i 2D. Tva parallella plan med avstand b. En cirkelskiva med diameter
“kastas™ och kommer da landa med ett visst avstand y fran narmsta plan och med en vinkel 8.

3.6 Kasta pil-problemet i 3 dimensioner

Anta att klotet har radien r, s att kuben har sidan 2r, dar klotets centrum antas
vara origo (se figur 11). En koordinat valjs slumpmassigt ut av ett dataprogram
och om punkten befinner sig innanfor klotets rand raknas det som en traff.
Punkten beskrivs av tre koordinater (x, y, z), som var for sig valjs likformigt
oberoende av varandra.

&

2r

Figur 11 Ett inskrivet klot i en kub, klot tangerar kubens insidor. Klotets radie ar r, sa att kubens
sida ar 2r. Om en punkt &r innanfor klotets rand raknas den som traff.

Sannolikheten for traff fas som, enligt den klassiska sannolikhetsdefinitionen (se
[8]),

Vit 4mr® m

Vews  3(21)° 6

P (traff) =

Samma svar fas om tathetsfunktioner anvands. Tack vare symmetrin kan
problemet begransas till forsta oktanten!. Sfirens yta kan beskrivas med
ekvationen x2 + y% + z? = r2. Punktens koordinater kommer vara likformigt

! Inom matematiken &r en oktant en av atta indelningar av ett vanligtvis tredimensionellt rum.



fordelad pa intervallet [0, r] respektive. Sa att tathetsfunktionerna for respektive
variabel fas som

(f aso<x <

G = annars

0

1 o
) = 1= dao <y <r
&)= r annars

0
(2) = l di0 <z <r
f2(2) = 6 annars

och eftersom variablerna ar oberoende av varandra fas den simultana
tathetsfunktionen som

n.2) 1 dao<x<ro0<y<ro<z<r
f = 3
fxxz 6,2 TO annars.

Genom byte till sfariska koordinater fas att

X = Rsingcosf

Yy = Rsingsinf

Z = Rcos ¢,
dirO<R<r0<6< g 0<¢p< g Alltsa ska foljande integral beraknas, for
att berdkna sannolikheten for traff,

1
P (traff) = f f 3 dxdydz

RZ=x2+y2+z2

T
2

-

9=0

A
2 r
1,
f fr_3 R*sin 6 dRdOd¢p
=0 R=0

D

(0- (D)



Genom att upprepa forsoket manga ganger kan, enligt Bernoullis sats (korollarium
2.1.2.1.) en estimator till 7z fas som
6(z; + -+ z,)

T = ,
n

dar n anger totalt antal kast och z; definieras som tidigare.
i VA
Z ~ Bin (n, E)
Precis som i kasta pil-problemet berdknas variansen for 7 utan problem,

V(a) = fl—gV(Z)

2202 13
6
(-3

3.7 Kasta pil-problemet i k dimensioner
Anta att en boll i R¥, dér k ar ett jamnt tal, har radie r och centrum i origo.
Volymen fas som, (se avsnitt 2.6.3),

Tk/2 pk

(/2

Bollen &r inskriven i en kub, med sidan 2r, som har volymen Vi, = (2r)%. En
koordinat i kuben valjs slumpmassigt ut, dar alla punkter har samma sannolikhet
att valjas (likformigt). Da kan sannolikheten for att punkten ligger inuti bollen
berédknas som

V(0,r) =

v(0,r) mk/2 yk mk/2

Vickap  (2P)K(k/2)!  2F(k/2)!

I enlighet med Bernoullis sats (korollarium 2.1.2.1.) kan sannolikheten for traff
beréknas som

P (traff) =

Z1t+z;+ o+ 2z
Py(traff) = =—— -

om n ar tillrackligt stor, och z; definieras som tidigare, sa att = kan skattas som

=N

2k (%) 1(zy + 2, + -+ 2,)
n

TMjamn



Om dimensionen istéllet &r udda fas att for en boll i R*, dar k &r ett udda tal, som
har radie r och centrum i origo. Blir sannolikheten for traff, efter omskrivning av
volymen for bollen (se avsnitt 2.6.3),

Vudda(o; r) _ 2(k+1)/2 T[(k_l)/z rk 7_[(](_1)/2

P(triff) = - -
(traff) = = ~— 2k k (-2 20-D/Z | (k — 2)1I

Sa att en skattning av , enligt Bernollis sats da sannolikheten vid tillrackligt
manga forsok kommer narma sig den teoretiska sannolikheten for traff, istallet fas
som

2
~ 2=D/2 o () = 2N (2 + 25 + =+ z¢) \F7T
Tudda = n .

Vad har respektive skattning for varians? Enligt deltametoden (sats 2.1.3.5.)
kommer

4
()

n

4 (ﬁjémn) ~

(owt)

eftersom Z~Bin(n, pjsmn ) G4r Pjsmnn &r sannolikheten for traff, och g(2) =
Z21k,

(np)ﬁ‘l),

4
2<’<-1>/2k(k—2)!!>m ( 4
n

V(ftyaaa) = < k—1)2

Som ovan, Z~Bin(n, pyg4q) J8r pyaqq ar sannolikheten for traff, och g(Z) =
72/(k=1)



3.8 Jamforelse mellan modellerna
Hur forhaller sig de olika modellerna till varandra? En "bra” estimator ar
vantevardesriktig och har liten spridning pa skattningarna, alltsa liten varians.

Nedan &r en tabell (tabell 1) med olika varden pa sidorna a, b och nélens langd £ i
en jamforelse mellan Buffon, Buffon-Laplace problem och fallet nar Buffon-
Laplace-kast ses som Buffon-kast (namngett som ”Dubbla Buffon” i tabell 1).

Tabell 1 Variansberakning for de olika modellerna med olika lander pé a, b samt £.

Modell: Buffon Buffon-Laplace | "Dubbla Buffon”
a=b=10,£=10 5,64 0,47 0,99

n n n
a=b=15+¢=10 5.63 4.08 3,91

n n n
a=b=20,£=10 21.14 7.84 7,28

n n n
a=b=30,¢=10 36.64 15.50 14,50

n n n

Fran tabellen (tabell 1) fas att Buffons originalproblem har en avvikande hog
varians jamfort med Buffon-Laplace problem, om inte sidan a, b ar nara nalen
langd ¢, sa att Buffon-Laplace problem ar att foredra som modell for att skatta 7
eftersom dess estimator ar mer effektiv &n estimatorn i Buffons problem.

Att utnyttja Buffon-Laplaces-kast for att skatta T med Buffons problem minimerar
variansen litegrann i alla fall utom da nalen ar lika lang som avstandet mellan
linjerna, sa ja, det ar mer effektivt att kasta nalar pa rutnatsmonstret och notera om
nalen korsar ingen, en eller tva linjer i varje kast for att skatta 7 jamfor med
Buffons originalidé.

| tabell 2 nedan ges variansen for kasta pil-problemen i dimension 2, 3, 5, 10 och
20. Till skillnad fran Buffons olika problem beror inte sannolikheten for traff pa
vad radien ar vilket gor att variansen kommer vara oberoende av r.

Tabell 2 Variansberékning for kasta pil-problemet i olika dimensioner.

Modell kasta pil (dimension): | Varians:
Kasta pil 2.70
n_
Kasta pil 3D 8.98
n_
k=5 15
n
k=10 158,5
n




k=20 1,8 -10%°
n
Den stokastiska variabeln Z som anger om pilen traffar innanfor cirkelns rand
eller inte, ar som tidigare ndmnt, binomialférdelad och variansen for Z ar V(Z) =
np(1 — p). Lasaren bor notera att variansen ar som stérst da sannolikheten for
traff/inte traff ar lika stora (da p = 1/2), men kommer minska nar skillnaden
mellan h&ndelserna okar, vilket &r anledningen till att kasta pil-problemet i 3D har
hogre varians an vad ursprungsproblemet har. For i bada de fallen beror variansen
for & pa just Z (och en konstant som naturligtvis kommer vara med och paverka
storleken pa variansen for 7, men i jamforelse med varandra kommer det vara
sannolikheten for traff som avgor vilken varians som blir minst), och inte en
funktion g(Z) som i alla andra problem. Sannolikheten for traff i kasta pil-
problemet ar P, (traff) ~ 0.79 medan for 3D problemet P (traff) = 0.52,
vilket forklarar resultatet.

Nar dimensionen Okar i kasta pil-problemet okar ocksa variansen for skattningen
pa m. Det ar rimligt, for nar dimensionen dkas kommer k-kubens volym 6ka mer
an vad k-bollens volym gor. | oandligheten kommer sannolikheten for traff att
vara obefintlig, och eftersom hela idén bakom problemet &r att det ska finnas tva
mojliga utfall, kommer det inte ga att skatta = (eftersom variansen &r sa stor). Sa
slutsatsen blir att det gar att generalisera kasta pil-problemet till k dimensioner,
men att variansen okas sa kraftigt redan efter ett par dimensioner sa att
skattningarna inte langre kommer vara tillforlitliga och darmed oanvéndbara.

Slutligen, i detta arbete har fokus varit pa = med utgangspunkt i Buffons
ursprungsidé att hitta ett slumpférsok som kan anvandas for att skatta just 7. De
olika problemen som har behandlats hér har samma grundtanke och ger liknande,
sanar pa hur precisa skattningar som fas, resultat. Att det finns andra modeller for
att skatta 7 &r redan kant, men en naturlig fortsattning som fordjupning pa arbetet
ar undersoka mojligheten att skatta andra matematiska konstanter pa liknande sétt.
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