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Sammanfattning

Att bestdmma slaktskap mellan olika arter &r viktigt for att forsta hur des-
sa utvecklas med tiden. Sma dndringar pa nukleotidniva kan innebéra stora
skillnader och egenskapsforandringar hos en art. Darfér &r forskning kring
detta viktigt for att forsta olika arters slaktskap. Med hjéalp av blocktranspo-
sitioner gar det att se avstandet mellan olika permutationer och detta gors
genom att hitta medianer. En median &r en genordning sadan att summan
av blocktranspositionsavstandet till de tre genordningarna minimeras. En
blocktransposition har tre brytpunkter, och pa samma satt kommer block-
transpositionsavstandet att ha egenskaper som liknar 3-cykelavstandet pa
permutationer. Darfor kommer vi i denna uppsats att undersoka detta och
véljer alltsa att studera 3-cykelavstandet pa permutationer och dess media-
ner.
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Kapitel 1

Introduktion

Att bestdmma sldktskap mellan olika arter kan vara svart. Ett valkint ex-
empel ar blasippan, som Carl von Linné gav namnet Anemone hepatica och
placerade i samma slédkte som vitsippan (Anemone nemorosa). Senare forsk-
ning flyttade ut blasippan och dess narmsta slaktingar till ett angransande
slakte och bytte det latinska namnet till Hepatica mobilis. Modern DNA-
forskning signalerar dock att de tva familjerna borde slas ihop igen.

Att titta pa DNA &ar ofta det sékraste séttet att fastsla slaktskap mel-
lan organismer, sérskilt mellan till exempel bakterier som inte har sa tydli-
ga utseendemaéssiga egenskaper att ga efter. DNA bestar av en lang striang
av nukleotider som kan grupperas i funktionella enheter, gener. Likheter i
uppbyggnaden av DNA antyder att tva arter ar néra slikt, olikheter att
slaktskapet dr mer avligset.

Skillnader mellan tva arter beror huvudsakligen pa skillnader p& nukleo-
tidniva. En forandring av bara nagra fa nukleotider kan gora att en gen slutar
fungera eller &ndrar egenskaper fullstandigt. Studier av dessa fordandringar
ar viktiga om man ska se hur arter forédndras med tiden. Daremot kan det bli
problem att bestdamma sldktskap mellan arter genom att folja utvecklingen
hos en gen, eftersom gener kan hoppa mellan arter. Vi kan bestdmma hur
genen har utvecklats, men det behover inte stdmma 6verens med hur arterna
utvecklats.

Ett annat alternativ &r att studera hur ordningen mellan generna ut-
vecklats. Detta har enbart en liten inverkan pa arternas utveckling, men
férédndringar i genordning kan pa samma sétt som fordndringar i nukleotider
anvindas for att avgora sldktskap. Sma skillnader indikerar néara slédktskap
och stora skillnader indikerar avldgset slaktskap. Nar vi tittar pa bakterier
ar skillnaden i genuppséattning sa liten att vi helt enkelt kan strunta i den
och titta bara pa de gener som férekommer exakt en gang i bada bakterierna
vi jAmfor.

Studier av avstandsberdkningar mellan genordningar har varit ett forsk-
ningsomrade i ungefar 20 ar. En Oversikt over forskningsldaget 2009 ges i



[3]. Genordningen modelleras som en permutation. Ordningen mellan gener-
na kan dndras pa négra olika sétt. De viktigaste fordndringarna pa genom
(arvsmassan hos en organism) med en kromosom (string av nukleotider)
ar vandningar och blocktranspositioner. En vindning innebar att ett seg-
ment av gener tas ut och placeras tillbaks pa samma plats fast baklanges, till
exempel 12345 dsaokdjsaolkdjoaksjd som kan &dndras till 14325. En block-
transposition innebar att ett segment tas ut och placeras in pa en annan
plats, till exempel 12345 som dé kan dndras till 13425 [1]. Blocktranspositio-
nen kan ocksa ske genom att det uttagna blocket placeras in baklinges pa
den nya platsen.

Avstand mellan tva olika genordningar berdknas i antalet vindningar eller
blocktranspositioner som kravs for att omvandla den ena genordningen till
den andra. Tidigare har huvudsakligen vindningar studerats, eftersom viand-
ningsavstand ar enklare att berdkna &n blocktranspositionsavstand, men i
denna uppsats har vi som avsikt att studera just blocktranspositioner. Mer
om vandningar, blocktranspositioner och sétt att méta evolutionéra avstand
finner ni i [3].

En median av k givna genordningar ar en genordning sddan att summan
av blocktranspositionsavstandet till de k genordningarna minimeras. Om
méngden av de givna genordningarna betecknas S = {my,mo,..., Tk} ges
avstandet mellan en genordning 7 och méngden S av

k

d(m,S) = d(m,m).

i=1

Genordningen p dr en median om g minimerar d(u, S).

Medianer kan anvéndas for att bestdmma slédkttrad for arter. Ett gene-
tiskt slakttrad kan alltsa byggas upp av att undersoka medianer mellan tre
olika genordningar. Givet ett antal arters genordningar tas forst en median
fram for tre godtyckliga genordningar. Sedan gors samma sak fast med en ny
genordning och alla val av tva av de tidigare. Resultatet i var och en av dessa
berdkningar kan d& bli samma median som tidigare eller en annan median.
Det fall dar vi far en annan median visar var den nya medianen ska séttas
in. Om permutationerna 7, m och w3 ger medianen p och 7y, w3 och my ger
medianen 7 betyder det att 7 bryter grenen mellan p och 73 (se figur 1.1).

Vi skrev ovan att det dr svart att berdkna blocktranspositionsavstand
och ddrmed borde det vara i stort sett omdjligt att berdkna blocktransposi-
tionsmedianer. Det verkar det ocksa vara, men vi kommer att titta pa nagot
som ar valdigt likt dessa medianer, men som borde vara betydligt enklare att
beridkna. Det visar sig namligen att tillvixttakten hos vindningsavstandet
mellan tva genordningar som utsétts for vindningar ar i stort sett samma
som tillvixttakten hos transpositionsavstandet (en transposition innebér
att tva element byter plats med varandra) mellan tva permutationer som ut-
satts for transpositioner [2]. Detta avstand kallas ocksa for 2-cykelavstandet,
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Figur 1.1: Median av 71, me, w3 = p, median av 7y, mo, ™4 = u, median av
w1, 73, T4 = 7, median av my, w3, T4 = T.
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eftersom en transposition pa cykelform blir en 2-cykel.

De tva elementen i 2-cykeln svarar mot de tva brytpunkterna i en
vandning, det vill sdga de tva stéllen dar genordningen tas isér och sétts ihop
igen. En blocktransposition har tre brytpunkter, och pa samma sétt kommer
blocktranspositionsavstandet att ha egenskaper som liknar 3-cykelavstandet
pa permutationer. Det vill sdga ha samma tillvixttakt. Vi véljer darfor att
studera 3-cykelavstandet pa permutationer och dess medianer.

En median skapas enklast genom att tilldela virden till en position i taget
i den tankta medianen. Detta fortgar antingen tills vi har en fardig permu-
tation eller tills vi ser att hur vi &n fortsétter s kommer medianavstandet
bli storre dn det béasta vi funnit hittills. P4 detta sdtt gor vi en fullstédndig
sokning genom samtliga permutationer. Syftet med arbetet &r att dels finna
en undre grins for 3-cykelmedianavstandet mellan en méngd S av permuta-
tioner och ett godtyckligt fardigstédllande av en halvfardig mediankandidat,
dels att undersoka om det gar att dra nagra generella slutsatser om vilka
viarden en median kan ha pa sina positioner.

En skarp undre grians ar viktigt for att snabbt kunna avfirda median-
kandidater som inte kommer att bli medianer oavsett hur vi tilldelar de
resterande positionerna. Vi kommer att jobba med en graf déar varje ny till-
delning svarar mot en svart kant. Nar vi drar ett svart kant kan vi se om den
undre grénsen har foréndrats. P4 sa sitt kan vi bilda oss en uppfattning om
vilka svarta kanter som ingar i medianen och vilka som inte ingar.

I avsnitt 2 gar vi igenom definitioner och lemman som ligger till grund
for detta arbete. De flesta definitioner vi anvénder oss av dr hamtade fran [1].
Mycket gar att overfora utan storre problem, men dessvérre har vi stott pa
patrull med nyckellemmat som ger &vre och undre gréanser for en halvfirdig
median. Den naturliga generaliseringen visar sig inte stdmma, vilket vi visar
med ett motexempel.



Vi har &nda valt att fortsédtta med analysen, med férhoppningen att and-
ra undre och Ovre granser kan dra nytta av den analys vi gbr. Avsnitt 3
innehaller denna analys som ar modellerad efter analysen av tvacykelavstan-
det i [1]. Vi finner motsvarigheter till samtliga lemman i tvacykelfallet. Vi
tvingas dock konstatera att medan det for tvacykelmedianen récker att ett
element befinner sig pa en viss position i hélften av de genom som betraktas
for att detta element ska ha denna position i alla medianer, sa galler for tre-
cykelavstand att elementet maste vara pa samma position i samtliga genom
for att garanterat vara med i atminstone vissa medianer. Trecykelmedianer
ar saledes mycket svarare att beridkna.



Kapitel 2

Bakgrund och definitioner

2.1 Medianer och trecykelavstand

Lat S = {m,ma,..., Tk}, m € Sy, vara en mingd av permutationer kallad
basmingd. Vi kommer att anvénda oss av linjar notation (exempelvis m =
3412) och cykelnotation (7 = (1 3)o(2 4)). Om inte annat anges &r k antalet
permutationer i S och n langden av permutationerna. En avstdndsfunktion
mellan tva permutationer noteras d(-, -) och avstandet mellan en permutation
m € S, och S defineras som

k
d(m,S) = d(m,m).

i=1
En median &r nagot p € S, som minimerar avstandet d(u,S). Méngden
av medianer noteras M (S) och vi later d(S) = d(u, S) for p € M(S). Valet
av avstandsmétning d(-, -) ger upphov till flera intressanta medianproblem; i
denna artikel kommer vi fokusera pa medianproblemet for trecykelavstan-
det, forkortat ds.

Det ar vilkdnt att foljande begransningar for d(S) géller for metriska

avstand [1].

Lemma 2.1.1. For varje avstandsmdatt d(-,-) dr medianavstindet d(S) for
S ={m,...,m} begrinsat av
.Z, d(ﬂ'i, 7Tj)
1<j .
— 1 <d(S) < mimZd(m,ﬂj).
J
Bewvis. For den nedre grénsen ger triangelolikheten att d(m;, 7;) < d(p, m;) +
d(p,m;), och dérmed &r >, . d(m;, mj) < (k—1)>_, d(pt, ;). Den dvre grin-
sen ar minimum av d(m;, S) [1]. O

Noterbart dr att den 6vre gransen ger en uppskattning av d(S) med ett
fel som begrinsas uppat av faktorn (2 — 2/k). Medianproblemet dr saledes
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trivialt for k < 2. Lat D = Zle Z?Zl d(mi,mj), det vill sdga summan
av avstanden mellan varje ordnat par av genom 7; och ;. Lat dessutom
L och U vara ldgre och évre grinsen for d(S). Da fas att D/(k — 1) =
2L. Den 6vre grinsen U kan aldrig kan vara stérre &n medelvéirdet for alla
permutationsavstand, likhet fas om och endast om alla avstand &r lika stora.
Det leder till att kU < D. Ur detta fas kU < D =2L(k—1) = L(2k—2) <

U< ZCR2) ooy

Exempel 2.1.1. Betrakta de tre permutationerna i (a) med givna trans-
positionsavstand. Triadets undre gréns framgar i (b) dar medianen med den
undre gransen ér p = 423156. Basméngden S i (c) har dock dip(S) som &r
strikt storre &n den undre griansen. Detta innebér att M (S) = S vilket i sin
tur medfér att di,p(S) = 4, medan den undre gransen ar 3. Med de givna
avstanden i (d) dr den undre gransen 12 vilket inte kan erhéllas eftersom de
6vre och undre kanterna kraver att di.p(S) < 14.

4 623154 361452 623154 1234 2 (122 4) °

0425136 ® 425136 o (13)(24)
(b) () (d)
Betrakta bild (a). Skriver vi 361452 pa cykelform far vi (1 3) o (2 6) o
(4) o (5) och skriver vi om 623154 fas (1 6 4) o (2) o (3) o (5). Med hjalp
av fyra transpositioner kan vi komma fran den ena permutationen till den
andra (t.ex. (13)o(26)o(4)o(5)o(31)0(62)0(16)0(64)=(164)0
(2) 0 (3) o (5)), saledes ar da = 4. Vi kommer se senare att der inte gar med
farre transpositioner.

2.2 Grafer

En graf ar en geometrisk tolkning av permutationer dar grafens noder &r
element i permutationerna. Varje transposition i permutationerna blir en
kant i grafen. I det foljande hénvisar termen graf till grafer med fargade
kanter G = (V(G), E(G)), om ingenting annat sigs, ddr V(G) ar en méngd
av noder (&ven kallad vertex) och E(G) ar en méngd av kanter. En kant fran
vy till vo med fargen ¢ noteras (vq LN v2). Antalet kanter fran u till v noteras
|(u — v)|¢. En stig &r en serie noder sddana att (vy — vo — ... — vy,
dér ¢ # j = v; # vj och en cykel ér en stig med v,, = v;. Langden hos
savél stigar som cykler méts i antalet noder, och en udda stig och en udda
cykel har bada udda ldngd.

En alternerande stig med firgerna c¢; och ¢z i en graf G ar en serie
noder vy, vg,. .., vy, sd att G innehéaller kanter (vg;_1 N v9;) med fargen
c1 for 1 < i < m och kanter (vy; 2 v9;+1) med fargen co. Langden m

10




Figur 2.1: En cykelgraf G(S,pu2) med S = {m = (134 2),m = (1 3)o
(24),m3=(14)0(23)} och g =4--2, dar en punkt pa position 7 indikerar
att i ¢ pa, och dess reducerade graf red(G).

hos alternerande stigar och cykler ges av hélften av antalet noder, och som
tidigare definieras udda alternerade stigar och cykler av att deras langd
ar udda. En maximal alternerande stig ar en alternerande stig som inte
kan forléngas.

Lat up vara en partiell permutation med b svarta streck. Nar p slutfors
till py, fas en median till den givna permutationen. b ar ett index pa p som
talar om antal svarta streck.

Cykelgrafen av S, G = G(S, up), ar en graf med n noder méirkta
1,...,n, med (v; — wvy) om m;(v;) = wo. Det motsvarar brytpunktsgra-
fen som ofta betraktas nir man studerar omvénda avstandsproblem, men
som har riktade kanter istéllet for oriktade. Cykelgrafen innehaller ocksa b
kanter med fargen k + 1, fran och med nu kallar vi dom svarta, som in-
dikerar inversen av den partiella permutationen pp: vi har (v; Lzt v2) om
pb(v2) = v1.

Om en cykelgraf G = G(S,up) med b svarta kanter dr given ar den
reducerade cykelgrafen G’ = red(G) definerad pa foljande séitt. For varje

maximal stig (v; B gy BB Um) 1 G, far vi noden [v1 va...Up)
i G'. For varje maximal alternerande stig (vq 5 g Las SN Vo) 1
G, ldgger vi till kanten [v1...] —= [...v2m] i G'. Notera att eftersom den

alternerande stigen dr maximal, har vi ingen svart kant till v;. Vi noterar att
den reducerade cykelgrafen G’ = red(G) ér en cykelgraf med n — b noder, se

1].

Exempel 2.2.1. Betrakta cykelgrafen G till vénster i Figur 2.1, med k = 3
och tva svarta kanter. Med svarta kanterna (2 SRR 1) far vi noden

11



[241] i red(G) till hoger i figuren. Med de langa strecken som farg 1, far vi
den maximala alternerande stigen (3 SN PN 3) och (2 N 1) in G,
vilket ger kanterna (3 BN 3) och ([4 2 1] BN 2 4 1)) i red(G).

Vi har att c(7ri_17rj) = ¢(G,1,7),dar ¢(G, 1, j) ar antalet alternerande cyk-
ler i grafen G med fargerna ¢ och j, antalet alternerande cyklar med fargerna
svart k + 1 och en firg i noteras ¢(G, ). Antalet udda alternerande cykler
noteras ¢y(G,14,7) [1]. Vi later p(G,i) vara antalet maximala alternerande
stigar och cykler med fargerna k 4+ 1 och ¢ i G, och py(G,1) later vi vara
antalet udda maximala alternerande stigar och udda cykler med fargerna
k+1lochiiG.

Lemma 2.2.1. Nar ett svart streck dras mellan tvd stigar ¢ G kommer sti-
garna att slis thop till en stig i G'. For detta senario finns tre fall. Tvd
jamna stigar slas ihop till en jimn, tvd udda stigar sldas ihop till en jamn
eller en udda och en jimn stig slas thop till en udda stig.

Bevis. Lat vy och vy ingd i tva disjunkta stigar och ppiq(ve) = v1 1 G s&
kommer stigarna att slas ihop och bilda en ny stig G’. Det vill sdga (... —
vy —...)och (... — vg — ...) i G slasihop till (... — [v1 v2] — ...)
i G'. Langden av den nya stigen blir d& summan av langden av stigen till v;
och ldngden av stigen fran vs. O

2.3 Berakning av trecykelavstand med hjalp av gra-
fer

Att berdkna transpositionsavstandet eller 2-cykelavstandet &ar inte sérskilt
svart. Foljande sats &r kind sedan ldnge [1].

Sats 2.3.1. Transpositionsavstindet mellan o € S, och 7 € S, fas av

da(o,7)=n— C(J_lT),

dar c(m) dr antalet cykler i m.

Vi gar nu vidare till 3-cykelavstandet, som inte studerats lika mycket
tidigare. Detta avstand gar att berikna pa liknande sétt. For att kunna
berdkna 3-cykelavstandet for udda permutationer, som till skillnad fran de
jdmna permutationerna inte kan skrivas som en produkt av 3-cykler, definie-
rar vi 3-cykelavstandet ds(o, 7) mellan o € S,, och 7 € S,, som det minsta
antalet tva- och trecykler som multiplicerade med o ger 7.

Sats 2.3.2. Trecykelavstandet, ds, mellan o € S, och 7 € S,, fas av

n— cu(a_lv')

d3 (07 7—) - 2 )

dir cy(m) dr antalet udda cykler i .
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Bevis. Man inser att om a, b och c¢ tillhér samma cykel kommer antingen
(a b c) eller (a ¢ b) dela cykeln i tre delar. Det &r det snabbaste séttet att
Oka antalet cykler. Antalet cykler kan alltsi inte 6ka med mer &n 2 nér vi
multiplicerar med en 3-cykel. Darmed minskar det givna avstandsformeln
inte med mer dn 1 nar vi multiplicerar med en 3-cykel.

Vi vill visa att varje faktorisering av o~!7 i enbart transpositioner/3-
cykler har %‘flﬂ faktorer. Det gor vi genom att dela in i fall, sa att
nagot fall alltid géller.

1. Om vi har en udda cykel av langd 3 eller langre kan den transformeras
till tre udda cykler.

2. Om vi har en jimn cykel av langd storre &n 2 kan den transformeras
till en jAmn och tva udda cykler.

3. Tva 2-cykler kan transformeras till tva udda cykler.

4. Har vi bara en 2-cykel kan den inte transformeras till nagonting an-
vandbart av en trecykel. Daremot delas den av en tvacykel.

Fall 1-2 illustreras av

(@1...a;—10;...aj-1aj...am)0(a1 aj a;) = (a1 Gjq1 ... am)o(az...a;)0(aiy1 ..

och fall 3 av
(ab)o(cd)o(achb)=(adc)ol(b).
I samtliga fall 6kar antalet udda cykler med 2. Ddrmed ger formeln avstandet.
O

Exempel 2.3.1. Exempel pa de olika fallen i Sats 2.3.2.

Fall 1: Cykeln (1 3 2 5 4) kan till exempel transformeras med hjalp av (1 2 3).
(13254)0(123)=(154)0(2)0(3).

Fall 2: Cykeln (1 4 2 3) kan till exempel transformeras med hjélp av (1 2 4).
(1423)0(124)=(13)0(2)0(4).

Fall 3: Cyklerna (1 2) o (3 4) kan till exempel transformeras med hjalp av
(132).(12)0(34)0(132)=(143)0(2).

Lemma 2.3.1. For en cykelgraf G = G(S, ), galler att ds mellan ett
slutfort p av pp och m; € S uppfyller

n — pu(G,1)

—

Bevis. For b = 0 ar py(G(S, po),1) = n vilket ger d3 > 0 och for b = n ar

d3(M7 7Ti) Z

Pu(G(S, pn), 1) = cu(G(S, n), 7). Da b # {0,n} giller det att py(G(S, p—1),7)—

pu(G(S, ), 1) = {0,2} darfor att nér ett svart streck dras sluts en stig till en
cykel eller sa binds tva stigar ihop. Alltsa kan inte antalet udda stigar /cykler
oka. O

13
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De foérberedelser som gjorts ovan syftar till att finna en motsvarighet en
motsvarighet till Lemma 3.3 i [1]:

Lemma 2.3.2. Lit S = {m,m2,...,m} och lit G = G(S, ) och G' =
red(G). For godtyckligt slutfort u av py, har vi att

. ((n—=0)—c G,,i, ]
Lol k)_l CbI) 0, 8)-3 (G, ) < min }_((n=b)=e(G',i,5)).
J

)

Denna formel ger oss granser for avstandet till .S hos de mediankandidater
1 som man kan fa fran u; genom att rdkna cykler och stigar i den reducerade
grafen. Pa sa sitt kan vi anvinda samma algoritm for att finna nésta kant
genom hela berdkningen av p, eftersom vi alltid tittar pa den reducerade
grafen utan svarta kanter. Motsvarande formel fér 3-cykelavstandet skulle

bli

< _

i

() —en(Gi) B . I
Zz<] 2 (n pu(Gv Z)) S mlnz (’I’L b) Cu(G 77’7])
J

Dessvérre géller inte denna formel. Ett exempel pa det ar fallet

m = (125)0(364)
mo=(1234506)

w3 = id.

Ekvationen ger da 7/2 < d3(u,S) < 4 for alla p, s& medianavstandet d(S)
ar 4. Ett enkelt sétt att uppfylla detta ar att vélja m; som median. Lagger
vi nu in kanten p(2) = 5, vilket fortfarande kan leda till medianen 7y, far vi

m1 = (11]25])o(364)
mo = (11]25]6)0(34)
w3 = id.

Ekvationen ger nu 5/2 < d3(u,S) — 2 < 3, vilket ger d(u, S) = 5. Fortsitter
vi att lagga in fler kanter som leder till medianen 71 atergar avstandet till 4.

Vi har inte funnit ndgon annan variant som kan ersétta detta lemma.
Trots detta har vi fortsatt att finna motsvarigheter till méanga av de lemman
och satser som ges i [1], som anger hur antalet cykler och stigar forandras da
vi lagger till en kant. Vi berdknar vad som hénder med antalet udda cykler
och udda stigar, med férhoppningen att de kan komma till anvéndning sa
smaningom.
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Kapitel 3

Stigar och cykler i reducerade
grafer

Definitionerna och lemmana fran foregaende avsnitt ar grundlaggande for
att 1 detta avsnitt kunna behandla arbetets egentliga syfte, ndmligen att om
mojligt finna en undre grans for ds och dra eventuella slutsatser om vilka
transpositioner som ingar i en median.

Lemma 3.0.3. Antag att vi satter ppr1(ve) = v1, det vill siga att vi sdtter
en svart kant fran vy till va © G(S, ) och far G(S, pp+1). Da dr

ZPU(G(Sa Mb)7i) —pu(G(S, MbJrl)vi)) = 2Zai7

dir a; = 1 om — (...v1) och (vg...) Ly dr tvd disjunkta udda stigar och
a; = 0 annars.

Bewvis. Nar ett svart streck dras finns 4 mdéjliga fall som kan paverka p-vardet
av udda cykler och udda maximala alternerande stigar.

1. En maximal alternerande stig kan slutas till en cykel, da dndras inte
p-vardet. Om stigen &r udda blir cykeln udda och om stigen ar jamn
blir cyklen jamn.

2. Tva jdmna stigar kan bindas ihop till en stig som da ocksa &r jamn och
saledes inte dndrar p-vardet.

3. En jamn och en udda stig kan bindas ihop till en udda stig vilket inte
heller andrar p-vardet.

4. Det intressanta fallet &r om tv& udda stigar binds ihop eftersom de da
bildar en jamn stig och darfér minskar p-virdet med 2.

O
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Lemma 3.0.4. Antal udda mazimala alternerande stigar och udda cykler
ges av

Pu(G(S, ), 1) =n =2 Z};Pk m

dar vi har p stigar och cykler av lingd k.

Beuvis. 1en graf med n stycken noder ar n det maximala vérdet pa p, (G (S, up), 7).
For varje svart streck som binder ihop tva stycken udda maximala stigar till
en jamn minskar p,(G(S, up),4) med 2. Ovriga svarta streck paverkar in-
te virdet pa py(G(S, up), 7). Samtliga fall med alternerande stigar av langd
storre dan 3 kan ses som 2-stigar som sitter ihop om det ar en jamn alter-
nerande stig och 2-stigar som sitter ihop plus en 1-stig om det adr en udda
alternerande stig. O

Lemma 3.0.5. Om kanterna ([vg...] =5 [...v1]) och (vg...] =5 [...v1])
tillhor E(red(G(S, up))), da ger ppy1(v2) = vy att

0 om cykeln dr jaimn

Cu(red(G(57 )ub))7 C1, 02)_Cu(red(G(Sv Mb+1))a C1, 62) = ..
1 om cykeln dr udda

c1 ca

Bevis. Den alternerande cykeln ([vg...] — [...v1] <= [v2...]) ired(G(S, 1))
kommer att férsvinna och ingen annan cykel med fargerna ¢ och co paverkas.
Om cykeln &r jamn sker ingen féréndring i antalet udda cykler. Om cykeln
dr udda minskar antalet udda cykler med 1. O

Cc2

Lemma 3.0.6. Om ([va...] =5 [...v1]) € E(red(G(S, ip))), men [vz...] 2>
[...v1]) ¢ E(red(G(S, 1)) dd ger pp+1(v2) = v1 en dndring med 1 i antalet
udda cykler, det vill siga

—1  om cykeln dr jaimn

u d(G S7 s Ly —tu d(G Sa ’ =
cu(red(G(S, up)), c1, c2)—cu(red(G (S, pp11))e1, c2) {+1 om eykeln r udda

Bevis. Med u; = [...v1] och ug = [vg...], blir den alternerande cykeln
(ug 2y g < ug B ug < & wp) reducerad till (uo 2y g
A ug). Cykelns lingd minskar med 1, vilket betyder att en jamn cykel
blir udda och en udda cykel blir jamn. Ovriga cykler paverkas inte. 0

Lemma 3.0.7. Lit u; = [...v1] och uy = [va...]. Antag att (ug —= uy)
och (ug =2 wg), dir ug # ug,uy # us, tillhor E(red(G(S,up))), vilket
ger oss att ingen av (ug —= uy) och (ug 2+ uy) tillhér E(red(G(S,m)))-
Om vi da sdtter pupy1(ve) = vy sa foljer det att cy(red(G(S, up)), c1,c2) —
cu(red(G(S, pp+1)), c1,c2) = £1
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Bevis. Om den alternerande cykeln (ug g ¢ g g
c1 c2 ca . o .1

Uy — Uy — - -+ <— uy) existerar, kommer den delas i tva cykler, ndmligen
1 c2 co c2 1 a - 2

(up —> us <— -+ <— ug) och (ug —> ug — -+ — uy). Totallaingden péa

cykeln minskar med 1. Detta kan ske pa foljande satt:

1. En udda cykel delas till tva udda eller tva jamna. = £1 udda cykel.
2. En jamn cykel delas till en jamn och en udda cykel. = +1 udda cykel.

Annars har vi de tva alternerande cyklarna (ug N Ul 2 Uy L
ug) och (us <= uy —2» uz <~ --- =25 wu3), som binds ihop till (ug —
ug 2 o0y g 2y S & up). Totalldingden pa cykeln minskar
med 1. Detta kan ske pa tre olika sétt:

1. En udda och en jamn cykel blir en jidmn cykel. = —1 udda cykel.

2. Tva jamna cykler blir en udda cykel. = 41 udda cykel.

3. Tva udda cykler blir en udda cykel. = —1 udda cykel.
Ovriga alternerande cykler paverkas inte. O
Lemma 3.0.8. Antag att py kan slutforas till alla medianer i M(S). Om
[((v2...) = (- v1))red(G(S, ) = K, 8@ dr pu(v2) = vy for vissa p € M(S).

Bevis. Antag att u ir en median sadan att pu~'(v1) = v3 # ve. Betrakta nu
T = po (vaus), som uppfyller 7(vy) = p(vs) = vy. Eftersom transpositionen
(vavs) delar alternerande cykler i alla farger, s& kommer antalet udda cykler
inte att minska i nagon farg. Darav foljer d(7, u) < d(p, S), sd 7 &r en median.
Da foljer att antalet udda cykler med fargerna ¢ och k + 1 som uppfyller
(v3...) == (...v1) och som innehaller de svarta streck som transponeras
Okar eller forblir oforéandrat lokalt eftersom en jamn cykel delas till tva udda
cykler eller en udda cykel delas till en udda och en jamn. O
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